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Exemple n°1 :
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Exemple n°2 :Compléte avec € , ¢, C ou ¢.
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L'univers 2 dépend évidemment de I'expérience considérée mais aussi du choix de celui qui
construit le modeéle, et donc d'une forme d'arbitraire.

Exemple n°9 : On jette deux dés cubiques. On s'intéresse a leur somme, et on note A
I"événement leur somme est égale a 5.

Combien y a-t-il d'éventualités? Leur nombre dépend du choix de la modélisation.

Modéle n°2 :

) est I'ensemble de toutes les sommes possibles :
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\

Autrement dit, une tribu est une algébre stable par union ou intersection dénombrable.
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@ Définition:

Etant donné un univers Q et une tribu 7 sur €2, le couple (Q,T) est appelé un espace]
probabilisable

Cette terminologie signifie que I'on va pouvoir associer une probabilité a cet espace (Q,T).
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Définition:
On appelle probabilité P sur (Q,’T) une fonction P : T —— [0, 1] telle que :
o P() =1
@ Pour toute suite A, d'événements (A, € T) incompatibles (Ym #n A, N A, = 9) :
~+o0 +o0
P (U An> = > P(An)

n=0 n=0

Propriété dite de o-additivité.
Le triplet (€2, 7, P) est appelé un espace probabilisé.
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-\?/- Propriété

o Probabilités de I'événement impossible est nulle : P(@) =0

o Probabilités de I'événement contraire : P(A) =1 — P(A)

@ Si un événement en implique un autre, sa probabilité est plus petite :
ACB — P(A) < P(B)

@ La probabilité de 'union de deux événements s’obtient par la formule de Poincaré :

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
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3. Cas ou l'univers (2 est fini.

On suppose ) = {wl,wg, ... ,wn} et on pose p; = P(w;). Chaque w; est un résultat possible de

I'expérience aléatoire. Les événements A, = {wm } et A, = {wn} sont incompatibles, donc
n

Sh-t

i=1

Il s’en suit qu'étant donné un événement A : P(A) = Z p;. C'est-a-dire que la probabilité
7 tels que
w;EA
d’un événement A est la somme des probabilités de tous les événements élémentaires

(éventualités) qui appartiennent a A.

M. Drouot
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4. Equiprobabilité.

Il s’agit du cas ou les n événements élémentaires qui constituent l'univers 2 ont la méme
1

probabilité. Il s’ensuit trivialement que p; = — :
n

#A

P(A) = Z — = — xcard(A) = %0

wleA

nb de cas favorable 3 A
nb de cas possibles

Ce résultat est souvent énoncé par la dangereuse régle P(A) =
Dangereuse, car un cas favorable est un événement élémentaire et I'univers doit étre

équiprobable.

M. Drouot 27/2
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. N n
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. N n
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ey . 3
o La probabilité est maximale pour n = 7 et n = 8, elle vaut : 128 ~ 0,2734
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V. Conditionnement.

Exemple n° 11 : : Un groupe de 21 adultes est formé de 8 anglophones (5 femmes et 3 hommes),
les autres étant francophones. Sachant qu’il y a deux fois plus d’hommes que de femmes,
complétons le tableau de dénombrement & double entrée suivant :

M. Drouot 30/2



V. Conditionnement.

Exemple n° 11 : : Un groupe de 21 adultes est formé de 8 anglophones (5 femmes et 3 hommes),
les autres étant francophones. Sachant qu’il y a deux fois plus d’hommes que de femmes,
complétons le tableau de dénombrement & double entrée suivant :

A A Total

Total
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A & F 1 BN = P(B)Ps(F)
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Calcul des probabilités sur un arbre pondéré

@ La somme des probabilités issues d'un méme nceud est égale a 1.
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o La probabilité d'un chemin est le produit des probabilités portées par ses branches.
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V. Conditionnement.

A . P(BNF) = P(B)Py(F
?\B\ & F (BNF) (B)Pp(F)
PB) PoE) o B E) = P(B)PR(E)
o
>
IN oD L ponF) = PO)Po(F)
e
g . P(CAENF) = P(C)Po(E)Ponp(F
ETE(F)F ( ) = P(C)Pc(E)Pcne(F)

Calcul des probabilités sur un arbre pondéré

o Formule des probabilités totales : la probabilité d'un événement, en particulier celle
d’une feuille, est le somme des probabilités des chemins menant a cette feuille.
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7. Arbres et diagrammes de Venn

A partir de la racine :

Ay Q
° Ao
Az
P(A1) 4+ P(A2) + P(A3) =1
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7. Arbres et diagrammes de Venn

A partir de la racine :

Aq Q
° Ao
As
N la famille d’événements (Al,AQ,Ag) forme un
P(A1) + P(A2) + P(45) = 1 systéme complet d’événements de Q.

AiNAs =0, AiNA3 =0, AoNAs3 =T et AyUAU A3 =0

En théorie des ensembles, on dit que Aj, A2, et A3 forment une partition de .
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A partir d’'un nceud :

By

By

,%4
S

B3

Pa,(B1) + Pa, (B2) + Pa,(Bs) =1
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V. Conditionnement.

A partir d’'un nceud :

By

By

,%4
S

B3

la famille (A1 N By, A1 N Bz, A1 N Bs) forme

Pa,(B1) + P4, (B2)+ P4, (B3) =1 un systéme complet d’événements de A;.
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@ Si une personne n'est pas malade, le test est positif (événement TP) a 1%.

) TP

Q, Cet arbre respecte la chronologie d’un laboratoire, mais
/ pas celle d'un médecin.
M
\ Un médecin doit connaitre la probabilité conditionnelle
A > 01 TP Prp(M) qui n'est pas sur cet arbre.
P(TPN M)
Prp(M)= ——— "/
. P (M) P(TP)
7
o N P P(TPNM)=px0,99

0
y P(TP) =p x 0,99 + (1 — p) x 0,01

M
0,99p
I Prp(M) = :
%7 7P (M) 0,99p + 0,01(1 — p)
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Supposons que cette maladie touche 1% de la population.
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Supposons que cette maladie touche 1% de la population.
On aalors : p = 0,01 et Prp(M) = 50%. Ce test donne beaucoup trop de "faux-positifs".
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Supposons que cette maladie touche 1% de la population.

On a alors : p = 0,01 et Pprp(M) = 50%. Ce test donne beaucoup trop de "faux-positifs".Ce
résultat semble paradoxal car contre-intuitif au vu des résultats du grand laboratoire
pharmaceutique.
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9 7 TP / _
L ] [ )
7
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i \ P
0, 9 N \ _
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V. Conditionnement.

Supposons que cette maladie touche 1% de la population.

On a alors : p= 0,01 et Prp(M) = 50%. Ce test donne beaucoup trop de "faux-positifs". Ce
résultat semble paradoxal car contre-intuitif au vu des résultats du grand laboratoire
pharmaceutique.

M TP
% B \ B
? L =7p M
L ] [ )
7
\‘& TP M
i \ P
0; 9 N \ _
9 TP M
Point de vue du laboratoire ‘ Point de vue du médecin ‘

La formule de Bayes a longtemps été appelée formule de probabilité des causes. Elle permet en
effet de remonter le temps, c'est-a-dire de calculer la probabilité d'une cause sachant celle de sa
conséquence.
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V. Conditionnement.

Prp (M)
14

0.8 1
Lorsque la proportion de malades dans une population (la prévalence
0.6 en médecine) décroit, le nombre de faux positifs augmente.
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4 4 4
+ + +
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i Formule de Bayes
y

Sila famille d'événements (A;), _, . forme un systéme complet d’événements d’un univers {.
<ig

n

Autrement dit, les A; sont 2 3 2 incompatibles et U A; = Q.
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VI. Exercices

Exercice n° 8: La Vénus de Milo : Des études morphologiques de la Vénus de Milo, montre qu'il
y a cinq chances sur sept pour qu'elle soit droitiére. Si elle est droitiére, il y a trois chances sur
cing qu’elle épluche des carottes. Si elle est gauchére, il y a une chance sur deux qu’elle épluche

des carottes.

On note :
o C I'événement « Elle épluche des carottes » ;
o D I'événement « Elle est droitiére ».
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Exercice n°9: Le pont des arts : Hacina traverse le Pont des Arts avec un sac contenant cing
olives miires et une olive gatée. Elle les prend une par une au hasard. Si I'olive est mire, elle la
mange, si elle est gatée, elle jette le sac dans la Seine.

On note M; I'événement « la i*™¢ olive est mire ».
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© Construis I'arbre de probabilités.

@ Quelle est la probabilité qu'Hacina mange au moins une olive ?

© Pour chaque i € {0,1,2,3,4,5}, on note H;, I'événement « Hacina mange ¢ olive(s) ».
Calcule P (H;).
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Exercice n° 11: Le probléme de Monty-Hall : Dans un jeu télévisé, un joueur
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Exercice n° 12: Paradoxe de Bayes : Un laboratoire a développé le test suivant pour une maladie
M assez rare, elle touche une personne sur mille. Si un patient a contracté la maladie, le test le

fait remarqué, c’est-a-dire qu'il est positif presque systématiquement, 99% des fois. Si un patient
est sain, le test est négatif dans 95% des cas.

On note :
o T I'événement « le test est positif » ;

o M I'événement « le patient est malade ».
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@ Calcule la probabilité de chacun des chemins de I'arbre & 1075 prés.
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Arbre du laboratoire :

: P(MNT) = 0,00099

: P(MNT) = 0,00001

¢ P(MNT)=0,04995

¢ P(MNT) =0,94905

Arbre du praticien :

0,019%

0, 980, 57

0,0000% M

0, 9999

=|
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Exercice n°13: Le pot de confiture Aline adore la confiture aux prunes de sa grand-mére. Quand
elle tartine sa tranche de brioche, au petit déjeuner, la cuillerée de confiture va directement dans
sa bouche une fois sur trois. Pour obtenir une tranche de brioche correctement recouverte de
confiture, il faut y étaler le contenu de trois cuillers.
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On note les événements :

@ B; : « lai®™e cuillerée de confiture va directement dans sa bouche » ;

@ A : « Aline a avalé directement au moins deux cuillerées de confiture lorsque la tranche de
brioche sera préte a &tre consommée. »

Construisons I'arbre de probabilités de A :
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Exercice n° 14: Etant donné un ensemble A fini de cardinal n. Démontre en utilisant les
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