Chapitre A

Probabilités conditionnelles - Indépendance
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On fait remonter & la correspondance de 1664 entre Pascal et Fermat, sur un probléme de jeu de hasard, 'acte
de naissance du calcul des probabilités.

Apres trois siecles de recherche, le calcul des probabilités a pu fournir, au début du X X€ siecle, les bases théo-
riques nécessaires au développement de la statistique et a investi de trés nombreux domaines de la vie scientifique,
économique et sociale.

Le but des probabilités est d’essayer de rationaliser le hasard : quelles sont les chances d’obtenir un résultat
suite & une expérience aléatoire ?

Quelles chances ai-je d’obtenir "pile" en lancant une piece de monnaie? Quelles chances ai-je d’obtenir "6" en
lancant un dé? Quelles chances ai-je de valider la grille gagnante du loto ?

A.LAMIDIAUX 1 IUT d’Amiens: GEA - Probabilités


mailto:aymeric.lamidiaux@u-picardie.fr

Vocabulaire des événements Probabilités conditionnelles - Indépendance

I) Vocabulaire des événements

1) Vocabulaire

‘ . 3 14 3 P4 I d
Eventuahte, univers, évenement ...:

e Chaque résultat possible et prévisible d’une expérience aléatoire est appelé éventualité liée a
I’expérience aléatoire.

e L’ensemble formé par les éventualités est appelé univers, il est tres souvent noté Q.
e Un événement d’une expérience aléatoire est une partie quelconque de I'univers,

e Un événement ne comprenant qu’'une seule éventualité est un événement élémentaire.

e L’événement qui ne contient aucune éventualité est ’événement impossible, noté &,

e L’événement composé de toutes les éventualités est appelé événement certain.

e Pour tout événement A il existe un événement noté A et appelé événement contraire de A qui est
composé des éléments de Q qui ne sont pas dans A.
On a en particulier AUA=Qet ANA=0.

.

-\@’-Exemple:
Lancé d’un dé a 6 faces :
e "obtenir 2" est une éventualité de cette expérience aléatoire.
e Univers : Q = {1;2;3;4;5;6}.
e A = "obtenir un 5" est un événement élémentaire que l'on peut noter A = {5},

e B = "obtenir un numéro pair" est un événement que I'on peut noter B = {2;4;6}.

e "obtenir 7" est un événement impossible,
e "obtenir un nombre positif" est un événement certain.
e B = "obtenir un nombre impair" est I’événement contraire de B.

Dans toute la suite du cours, on suppose que € est I'univers associé a une expérience aléatoire, et A et B deux
événements associés a cet univers.

2) Intersection et réunion d’événements

N
= o P o A
Intersectlon et réunion d’événements:

e Intersection d’événements : événement constitué des éventualités appartenant & A et a B noté AN B
(se lit "A inter B" ou "A et B"),

e Réunion d’événements : événement constitué des éventualités appartenant a A ou & B noté AU B (se
lit "A union B" ou "A ou B").

.
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fRemarque:

| Si AN B =g, on dit que les événements sont disjoints ou incompatibles.

N

-@-Exemple:

On considére I'ensemble des chiffres.

On note A I'événement "obtenir un chiffre pair" et B I’événement "obtenir un chiffre strictement inférieur a

six"

e AN B = "obtenir un chiffre pair et inférieure strictement a six" : AN B = {0;2;4},

e AU B = "obtenir un chiffre pair ou inférieur strictement a six" : AU B = {0;1;2; 3;4;5;6;8}.

3) Représentation des événements

Diagrammes de Venn ou Patates

Tableaux

On jette deux dés a quatre faces (tétraedre régulier) et on calcule le produit obtenu :

1123 | 4
111123 ]| 4
2121416 |8
31369 (|12
4 (4812 16

Arbres

On lance une piece de monnaie trois fois se suite, on peut schématiser cette expérience par un arbre :
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pile
face
pile
face
pile
face

pile

face

IT) Calcul de probabilités

- , R
probabilite d’un événement:
e La probabilité d’un événement d’univers 2 est la somme des probabilités des événements
élémentaires qui le constitue.
e On dit qu’il y a équiprobabilité lorsque tous les événements élémentaires ont la méme probabilité.
nombre d’éléments de A
Dans ce cas, on a : P(A) = — )
nombre d’éléments de Q2 )

fRemarque:

Dans un exercice, pour signifier qu’on est dans une situation d’équiprobabilité on a généralement dans I’énoncé
un expression du type :

— on lance un dé non pipé,

— dans une urne, il y a des boules indiscernables au toucher,

— on rencontre au hasard une personne parmi . ..

d Propriété Al: h
Soit A et B deux événements, on a :
e P(@)=0.
e P(Q) =1
e 0SP(A) <1
o P(A)=1- P(A).
e P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB). )
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-@'—Exemple:

On considére 'ensemble E des entiers de 1 a 20. On choisit I'un de ces nombres au hasard.
A est I'événement : « le nombre est multiple de 3 » : A = {3;6;9;12;15; 18},

B est I'événement : « le nombre est multiple de 2 » : B = {2;4;6;8;10;12;14;16; 18;20},

Calcul des probabilités :

6 3
« PA) =1-PA) =1-> - _g7
- S U T
erPB)=2_1_y5
20 2
« P(ANB) = > —0,15.

6 10 3 13

ITI) Probabilités conditionnelles

1) Définition

N N
Probabilité conditionnelle:
On suppose que P(B) # 0.
e On appelle probabilité conditionnelle de A relativement a B ou de A sachant B la probabilité que
I’événement A se réalise sachant que B est réalisé.
P(ANB
e Cette probabilité vaut Pg(A) = P(ANB)
P(B) )

fRemarque:
| On trouve aussi la notation P(A/B) pour Pp(A).

-@’-Exemple:
On considére Iexpérience aléatoire consistant a lancer un dé a 6 faces, équilibré. On suppose que toutes les
faces sont équiprobables, et on définit les événements :

— B : "la face obtenue porte un numéro pair";

— A : "la face obtenue porte un numéro multiple de 3".
Déterminons la probabilité d’obtenir un numéro multiple de 3, sachant qu’on a un numéro pair de deux
maniéres différentes.

e L’événement (A/B) correspond a I’événement "obtenir un numéro multiple de 3" parmi les éventualités

de B, autrement dit parmi {2;4;6}. Il n’y a donc que l'issue "obtenir 6" qui correspond.

1
Et comme on est en situation d’équiprobabilité, on obtient Pg(A) = 3
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1
1 P(ANB g 1
e Parle calcul, on a P(B) = % et P(ANB) = 8 donc, d’apres la formule : Pg(A) = % = % =3
2
2) Propriétés
:5 Propriété A2:
Pour tous événements A et B de probabilité non nulle, on a :
P(ANB)=P(B)Pg(A) = P(A)P4(B).
Démonstration :
Pour P(B) # 0 et P(A) # 0, on peut écrire :
P(ANB .
— Pp(A) = (PT@) d’ot P(AN B) = P(B)Pg(A).
P(ANB .
— Py(B) = ﬁ d’ott P(AN B) = P(A)Ps(B).
o h
ﬁ Propriété A3:
Soit S un événement de probabilité non nulle, on a :
e 0< Pg(A) <1;
o Ps(2)=1;
e Ps(@)=0;
o Py(A) =1 — P(A);
* Ps(AUB) = FPs(A) + Ps(B) — Ps(AN B);
e Si A et B sont des événements incompatibles, alors Ps(AU B) = Ps(A) + Ps(B) ;
° Ps(ZQE):Ps(AUB)Zl—Ps(AUB). )

fRemarque:

Ce théoreme revient a dire qu’une probabilité conditionnelle relative a un événement S a toutes les propriétés
habituelles du calcul des probabilités.

:5 Propriété A4:
Pour tous A et B de probabilité non nulle :

P(A) = Pg(A)P(B) + P5(A)P(B).
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Démonstration :

P(A) = P(AN B) + P(ANB) = Pg(A)P(B) + P5(A)P(B).

3) Exemple de calcul de probabilités conditionnelles par différentes méthodes

-@’-Exemple:

Dans un atelier, deux machines M, et My découpent des piéces métalliques identiques. M, fournit 60% de la
production (parmi lesquelles 6,3% sont défectueuses), le reste étant fourni par My (dont 4% de la production
est défectueuse).

La production du jour est constituée des piéces produites par les deux machines, et on en tire en fin de soirée
une piéce au hasard (tous les prélévements sont supposés équiprobables).

1. Utilisation des formules des probabilités conditionnelles.
(a) Quelle est la probabilité de prélever une piéce défectueuse, sachant qu’elle est produite par M ?
(b) Quelle est la probabilité de prélever une piéce défectueuse, sachant qu’elle est produite par My ?
(c) Quelle est la probabilité de prélever une piéce défectueuse ?

2. Utilisation d’un tableau
On suppose maintenant que la production est composée de 10000 piéces.

(a) Reproduire et compléter le tableau suivant qui décrit la production du jour :

Piéces produites par My | Piéces produites par My | Total

Défectueuses
Conformes
Total

(b) Quelle est la probabilité de prélever une piéce défectueuse, sachant qu’elle est produite par M; ?
(c) Quelle est la probabilité de prélever une piéce défectueuse, sachant qu’elle est produite par My ?
(d) Quelle est la probabilité de prélever une piéce défectueuse ?

3. Utilisation d’un arbre des probabilités conditionnelles
(a) Dresser un arbre des probabilités conditionnelles relatif a la situation proposée.
(b) Quelle est la probabilité de prélever une piéce défectueuse, sachant qu’elle est produite par M; ?

(c) Quelle est la probabilité de prélever une piéce défectueuse, sachant qu’elle est produite par My ?

(d) Quelle est la probabilité de prélever une piéce défectueuse ?
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Soit D I’événement "La piece prélevée est défectueuse"

(¢) P(D) = P(Myn D)+ P(My D)
= P(My) Py, (D) + P(Mz) P, (D)
= 0,6 x 0,063 4+ 0,4 x 0,040
— 0,0538.

Pieces produites par M;

Pieces produites par Mo | Total

Défectueuses 378

160 938

Conformes 5622

3840 9462

Total 6000

4000 10000

378

~ 6000
1600
Py (D) = —— = 0.040.
(C) Mz( ) 4000 5
538
d) P(D) = =222 — .
(d) P(D) 10000 0,0538

3. (a) arbre de probabilités pondéré :

(b) Pu, (D) = 0,063.

0,4

(b) Par, (D)
(C) P, (D)
(d) P(D)=P(MyND)+ P(MynD)

= P(My) Py, (D) + P(My) Py, (D)

= 0,6 x 0,063 4+ 0,4 x 0,040

= 0,0538.

A.LAMIDIAUX

= 0,063 d’apres ’arbre de probabilités.
= 0,040 d’apres 'arbre de probabilités.

0,063

)

S O

]

0,96
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4) Evénements indépendants

Evénements indépendants:
| On dit que A et B sont des événements indépendants si et seulement si P(A N B) = P(A).P(B).

-\@’-Exemple:
On considére le tirage au hasard d’une carte d’un jeu de 32 cartes.
A = "Tirer un as", B = "Tirer un coeur" et C = "Tirer un as rouge'.
Indépendance de A et B :
4 1
e P(A)= —=-.
32 8
8 1
P(B)=—=-.
* PP =571
1
e P(ANB) = 33 = P(A) x P(B), les événements A et B sont donc indépendants.
Indépendance de B et C :
1
P(B) = -.
. P(B) =
2 1
P =—=—.
*PO=5"1%
1
e P(BNCQC) = 3 # P(B) x P(C), les événements B et C' ne sont donc pas indépendants.
fRemarques:

Dans le cas ou A et B sont des événements de probabilités non nulles, on a
— P(ANB)=P(B)Pg(A) = P(A)Ps(B) = P(A).P(B), d’ou :
— Pp(A) = P(A) et Pso(B) = P(B).

j Propriété A5:
Si A et B sont des événements indépendants, alors : A et B; A et B; A et B sont également des événements
indépendants.
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Ce qui suit est indispensable pour survivre dans I'univers des probabilités, voici ...

LA FICHE I

Q désigne I’ensemble des issues élémentaires possibles d’une expérience aléatoire ;A et B sont deux événements
composés d’aucune, d’une ou de plusieurs issues de Q.

Langage des ensembles - Langage des événements

Evénement certain Q

Evénement impossible 0

Evénement contraire de A A
Le contraire du contraire de A est A lui-méme | A = A
Evénement A ou B AUB
Evénement A et B ANB

Calcul des probabilités

Probabilité d’un événements certain

Probabilité d’un événement impossible

Nombre d’élé ts de A
Probabilité d’un événement A (Si £ est fini et en cas d’équiprobabilité) P(A) = Nombre d7e/]e’3menfs de o
ompre elements de

Probabilité d’un événement contraire

P(A) =1 - P(A)

Probabilité de A ou B P(AuB)=P(A)+P(B)—-P(ANB)

Probabilités totales P(A)=P(ANB)+ P(ANB)

Probabilité de « A sachant B (Si B de probabilité non nulle)

Probabilité de A et B (Uniquement si A et B sont indépendants)

P(AN B) = P(A) x P(B)
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IV) Exercices divers

1) Calcul des probabilités
Exercice A1 Soit un univers Q et deux événements incompatibles A et B tels que : P(A) = 0,3 et P(B)=0,5.

Calculer P(AN B),P(AU B),P(A),P(B).

Exercice A2 Soit un univers Q2 et deux événements A et B tels que : P(A) = 0,3 et P(B) =0,5 et P(ANB) =0,1.

Calculer P(AU B),P(A),P(B).

2) Probabilités conditionnelles

Exercice A3 On considére deux événements A et B tels que P(A) =04 P(B)=0,6 et P(AUB) =0,T.
1. Calculer P(AN B).
2. En déduire les probabilités conditionnelles Pa(B) et Pg(A).

Exercice A4 On considére deux événements A et B tels que P(A) =0,2 P(B)=0,4 et P(AUB) =0,5.
1. Calculer P(AN B).
2. En déduire les probabilités conditionnelles Ps(B) et Pg(A).

Exercice A5 100 étudiants d’IUT se répartissent de la fagon suivante.

Filles | Gargons | Total
Pratiquent un sport 30 50 80
Ne pratiquent aucun sport 12 8 20
Total 42 58 100

On rencontre au hasard un des 100 étudiants. Tous les étudiants ont la méme probabilité d’étre rencontrés. On
considére les événements suivants :

F :« l’étudiant rencontré est une fille » ;

G :« Uétudiant rencontré est un garcon » ;

S :« Uétudiant rencontré pratique un sport » ;

S :« Uétudiant rencontré ne pratique pas de sport ».

Traduire par une phrase chacun des deux événements FNS et GNS.
Calculer les probabilités P(S), P(FNS), P(S) et P(GNS).

Déterminer a l'aide du tableau, les probabilités Ps(F) et Pg(G).

Vérifier que P(F N S) = Ps(F) x P(S) et que P(GNS) = PsG) x P(S).

Calculer la probabilité que, sachant que I’étudiant est un gargon, il pratique un sport. Arrondir le résultat a
1072,

Guds o e =
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Exercice A6 Une entreprise de produits pharmaceutiques fabrique en trés grande quantité un certain type de com-
primés. On préléve au hasard un comprimé dans la production d’une journée. La probabilité qu’un comprimé
prélevé au hasard dans la production d’une journée soit conforme est de 0.,9.

1. On note C l’événement :« le comprimé prélevé est conforme »et C' I’événement contraire de C. Calculer la
probabilité de l’événement C.

2. On contréle chaque comprimé de la production. On constate que, lorsqu’un comprimé est conforme, il est
toujours accepté a l’issue du controle ; quand un comprimé n’est pas conforme, il peut néanmoins étre accepté

avec une probabilité de I On note A l’événement « le comprimé est accepté a l'issue du controle ».

9 — 1
(a) Montrer en construisant un arbre pondéré, que P(ANC) = 10 et que P(ANC) = 10
10
(b) Montrer que P(A) = o
(c) Montrer que PA(C) = —
¢) Montrer que =—.
aue A 100

Exercice AT Au cours d’une journée, un commercial se déplace pour visiter deux de ses clients afin de leur proposer
Pachat d’un produit de grande consommation. Au vu de son expérience, le commercial estime que :
— la probabilité que le premier client visité achéte la produit est de 0,25 ;
— st le premier client achéte le produit, la probabilité que le second client visité achéte le produit est égale a
0,4;
— si le premier client n’achéte pas le produit, la probabilité que le second client visité achéte le produit est
égale a 0,25 ;
On note A l’événement « le premier client achéte le produit ». On note B I’événement « le second client
acheéte le produit ».

1. Réaliser un arbre pondéré décrivant cette situation.
2. Calculer la probabilité de I’événement B.

3. Déterminer la probabilité qu’un seul des clients conclut l’achat.

3) Evénements indépendants

Exercice A8 Soit A et B deux événements liés a une expérience aléatoire. Les probabilités des événements A, B
et AN B sont donnés par les égalités :

P(A)=2 P(B)=3 P(ANB)=

1. L’une des données ci-dessus est aberrante, laquelle ? Pourquot ¢
2. Modifier cette donnée de fagon que les événements A et B soient indépendants.

3. En conservant cette nouvelle donnée, déterminer la valeur de P(B).

Exercice A9 L’objectif de l’exercice est d’étudier les performances d’une photocopieuse dans un centre de soins
d’une grande mutuelle. Les copies réalisées avec cette photocopieuse peuvent présenter deux types de défauts :
— un défaut noté D1 li€é d la qualité du tambour de la photocopieuse ;
— un défaut noté Do lié d la qualité de ’encre en poudre utilisée.
On préléve une copie au hasard dans l’ensemble des copies réalisées pendant une journée donnée.
L’événement Dy :« la copie prélevée présente le défaut Dy »a pour probabilité P(Dq) = 0,02.
L’événement Do :« la copie prélevée présente le défaut Dy »a pour probabilité P(Ds) = 0,04.
On admet que les événements Dy et Do sont indépendants.
1. Ezprimer en fonction des événements Dy et Dy chacun des événements suivants :
A :« la copie prélevée présente les deux défauts » ;
B :« la copie prélevée présente 'un au moins des deux défauts ».
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2. Calculer les probabilités P(A) et P(B).

3. Calculer la probabilité de ’événement C :« la copie prélevée ne présente aucun défaut ».

Exercice A10 On a posé a un groupe de 36 étudiants de UIUT la question : « regardez-vous des séries policiéres
a la télévision ? ». Les réponses sont les suivantes :

Oui | Non
Filles 20 4
Gargons | 10 2

Chaque éléve a noté sa réponse sur une fiche. On préléve au hasard une fiche parmi les 36. Tous les tirages sont
équiprobables.

On considére les événements suivants :

O :« la fiche est celle d’un éléve qui a répondu oui » ;

F :«la fiche est celle d’une fille ».

Les événements O et F sont-ils indépendants ? Justifier la réponse.

Exercice A11 Dans une grande surface, il y a, en stock, 500 paires de chaussures de sport dont 375 ont été
fabriquées a I’étranger, 1000 paires de bottes dont 75% ont été fabriquées a ’étranger et 2500 paires de chaussons
dont 625 ont été fabriquées en France.

1. Recopier et compléter le tableau suivant.

Fabriqués en France | Fabriqués a I’étranger | Total

Paires de chaussures de sport
Paires de bottes

Paires de chaussons
Total 4000

2. On préléve un article au hasard parmi les articles de ce stock. Tous les articles ont la méme probabilité d’étre
choisis. On considére les événements suivants :

o A :« larticle prélevé a été fabriqué a ’étranger » ;
e B :« larticle prélevé est une paire de botte » ;
o C :« larticle prélevé est une paire de chaussons ».

Dans cet exercice, sauf indication contraire, on demande les valeurs exactes des probabilités sous forme
décimale.

(a) Traduire par une phrase chacun des trois événements : A, ANB et ANC.

(b) Calculer les probabilités P(A), P(B) et P(AN B).

(c) Calculer la probabilité que larticle prélevé ait été fabriqué a I’étranger ou que ce soit une paire de bottes.
(d) Calculer les probabilités Pg(A) et Po(A).

(e) Calculer la probabilité que, sachant qu’il provient de France, l'article prélevé soit une paire de chaussure
de sport.

3. Les événements A et B sont-il indépendants ? Justifier la méponse.
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Vocabulaire Variables aléatoire

I) Vocabulaire

Partons d’un exemple que nous garderons en téte dans toute cette partie : on tire une boule au hasard dans
une urne contenant une boule rouge, une boule verte et une boule bleue. On la remets dans 'urne et on effectue
un second tirage d’une boule. Chacune des boules a la méme possibilité d’étre choisie.

On peut réaliser le tableau suivant pour expliciter I'expérience aléatoire.

(1" tirage ; 2"¢ tirage) R A% B
R (R;R) | (R; V) | (R; B)
A (ViR) [ (V5V) | (V;B)
B B;R) | (B;V) | (B;B)

1
Chaque événement élémentaire a une probabilité de 9 d’étre obtenu.

On ajoute la regle suivante :

e Pour chaque boule rouge obtenue, on gagne 6 €
e Pour chaque boule verte obtenue, on gagne 1€
e Pour chaque boule bleue obtenue, on perd 4 €.

Pour chaque tirage, on peut donc s’intéresser a la somme gagnée que ’on va noter X. On dit que 'on a défini
ainsi une variable aléatoire.

univers:

On appelle univers de la variable aléatoire X, I’ensemble des valeurs que peut prendre cette variable.
On le note Q(X).

Dans notre exemple, on a Q(X) = {—8;—3;2;7;12}.

Loi de probabilité:

Donner la loi de probabilité d’une variable aléatoire X, c’est donner pour chaque valeur de la variable
aléatoire X, la probabilité correspondante.

Souvent, on présente ces résultats dans un tableau : K 8| 3]2]7]12
o [PE=m T TR

Exercice B1 On lance deux dés équilibrés dont les faces sont numérotées de 1 a 6. On note X la variable aléatoire
représentant ’écart (absolu) entre les deux faces obtenues. Donner la loi de probabilité de X .

‘Fonction de répartition:

| La fonction de répartition de la variable aléatoire X est la fonction z — P(X < x).
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Vocabulaire Variables aléatoire

k —8[ -3
P(X <k)

—_
[\

Dans notre exemple :

ol
foloy N
rolog 3
\ellNe

Nelley

On donne alors sa représentation graphique :

Y

)
Espérance mathématiques:
L’espérance mathématiques d’une variable aléatoire discrete prenant n valeurs x; avec les probabilités p; =
P(X =xz;))oul1<i<n,est:
n
E(X) = Zpiwi
i=1 )

fRemarque:

Concretement, I'espérance mathématique d’une variable aléatoire X représente la valeur moyenne que celle-ci
prend lorsque le nombre de tirage devient trés grand.
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Vocabulaire Variables aléatoire

*o“Exemple:
@ Exemple

2 3 2 1
| Dans notre exemple de cours, on a : E(X) = = X (—8)+§ X (=3)+ - x24+ - x 7+§ x12=2

9 9

O =

ﬁ Propriété B1:

Soient a et b des constantes réelles et X une variable aléatoire d’espérance E(X) :

E(aX)=aE(X) et E(X +b) = E(X)+0b.

Ce qui signifie que si 'on augmente les gains de 2€ , la moyenne augmente de 2<€ aussi et que si I'on multiple
les gains par 2, la moyenne se trouve elle aussi multipliée par 2.

J

Variance & Ecart-type:

e On note V(X) la variance de la variable aléatoire X, que I'on calcule grace a la formule :
V(X) = B(X?) - [B(X)]?

e On note o(X) ou encore ox Iécart-type de la variable aléatoire X, que I'on trouve grace a la formule :

ox =4/V(X)

:! Propriété B2:

Soient a > 0 et b des constantes réelles et X une variable aléatoire d’écart type o(X) :

o(aX) = |alo(X) et o(X +b) = o(X).

Ce qui signifie que si I'on augmente les gains de 2€ , ’écart type ne change pas et que si 'on multiple les
gains par 2, I’écart type se trouve lui aussi multipliée par 2.

J

-\@’-Exemple:

1 2 3 2 1 100
Dans notre exemple de cours, on a : V(X) = 9 X (—8)2 4= x (=3)2 o x 224 S x TPy —x122-22 = - & 33,33

9 9 9 9
/100
ox = —3 ~ 5,77
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Vocabulaire Variables aléatoire

Exercice B2 Reprendre [’exercice précédent et calculer I’espérance, la variance et [’écart type de la variable aléatoire
donnée.

Exercice B3 Au cours d’une kermesse, animateur d’un stand dispose, dans un enclos, de douze cages peintes :
sept sont blanches, deux noires et les trois autres vertes. L’animateur place alors une souris dans l’enclos. On
suppose qu’d chaque jeu, la souris choisit d’entrer au hasard dans une cage et que tous les choix sont équiprobables.
Un joueur participe au jeu. Le reglement du jeu est le suivant :

e Si la souris entre dans une cage blanche, le joueur perd
e Sila souris entre dans une cage noire, le joueur gagne

e Si la souris entre dans une cage verte, l'animateur remet la souris dans Uenclos; si la souris entre alors
dans une cage noire, le joueur gagne sinon il perd.

On suppose que le choix de la deuxiéme cage est indépendant du choix de la premiére.

5
1. Montrez que la probabilité de I’événement " le joueur gagne " est 2

2. Un joueur ne posséde que 5 euros qu’il verse pour participer ¢ une partie. S’il gagne, il recoit k euros ; sinon,
il ne recoit rien. Soit X la variable aléatoire prenant pour valeur la somme que posséde le joueur apres la
partie.

(a) Déterminez la loi de probabilité de la variable aléatoire X .

(b) Calculez, en fonction de k, l’espérance mathématique E(X) de la variable aléatoire X .

(c) Quelle valeur faut-il donner a k pour que le jeu soit équitable ¢ (c’est a dire pour que ce joueur puisse
espérer posséder 5 euros a la fin de la partie)

Exercice B4 Dans une kermesse, un jeu est organise de la facon suivante : le joueur mise 10€ puis il réalise un
tirage en deux étapes :

o 1°7 étape : le joueur tire au hasard un billet dans un panier. Dans ce panier, on a placé 10 billets marqués
Uy et 2 billets marqués "Us.

o 2 Gtape : Si le joueur a obtenu un billet marqué Uy, il tire alors un jeton dans une wrne U ou sont
placés 10 jetons marques "Perdant” et 2 jetons marqués "Gagnant'. Si le joueur a obtenu un billet marqué
"Uy ", il tire alors un jeton dans une urne U ou sont places 7 jetons marqués "Perdant” et 5 jetons marques
"Gagnant”.

On note :
o Uy l'événement : Le joueur a tiré un billet "Uy".
o Uy l’événement : Le joueur a tiré un billet "Us".
o (G l’événement : Le joueur a tiré un jeton marque "Gagnant'.
Tous les résultats seront donnes sous forme de fractions irréductibles.
Construire un arbre pondéré qui décrit ce jeu.

Calculer la probabilité des événements (GNUy) et (GNUs).

)

T 24

Avec un jeton gagnant de lurne Uy, le joueur regoit 25 €. Avec un jeton gagnant de 'urne Us, il regoit
10 €. Et rien sinon. On notera X la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur a l’issue du jeu.
Déterminer son espérance mathématique.

1.
2.
3. Montrer que p(Q)
4.
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Couple de variables aléatoires Variables aléatoire

IT) Couple de variables aléatoires

:5 Propriété B3:
1. Pour toutes variables aléatoires X et Y, on a E(X+Y)=E(X)+E(Y). Cette propriété est appelée addi-
tivité de I'espérance, c’est a dire que ’espérance d’une somme est la somme des espérances.

2. A condition que les variables aléatoires X et Y soient indépendantes, on a :
o E(XxY)=E(X)xE(Y).
o V(X+Y)=V(X)+V(Y). Cette propriété est appelée additivité de la variance, c’est a dire que la
variance d’une somme est la somme des variances.

3. Dans tous les cas, il n’y a pas d’additivité des écart-types. Sio(X) #0eto(Y)#0,ona:o(X+Y) #
o(X)+ oY)

J

1) Exemple de loi conjointe de 2 variables aléatoires

Deux représentants A et B d’une méme entreprise travaillent pour proposer des contrats a d’éventuels clients :
A est chargé de placer de nouveaux contrats & des clients de l’entreprise, tandis que B prospecte de nouveaux
clients. On note :
X : le nombre de contrats obtenus par A en un jour.
Y : le nombre de contrats obtenus par B en un jour.
Le tableau

Y\X | 0 1 2 3
0,05 | 0,15 | 0,20 | 0,10
1 [0,10[0,20]0,15 0,05

est appelé tableau de la loi conjointe de X et Y.
On y lit par exemple : P(X =0et Y =1)=P((X =0)Nn(Y =1)) =0,10

L’entreprise s’intéresse a la variable aléatoire Z = X + Y, mesurant le nombre total de contrats obtenus par
I’équipe constituée de A et B en un jour.

Exercice B5 1. Déterminer les lois respectives de X et de Y.
2. Déterminer ’espérance et la variance de X et Y.
3. Déterminer la loi de Z, puis calculer l’espérance, la variance et ’écart-type de Z.
4. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?
5. Comparer E(Z) et V(Z) respectivement a E(X)+E(Y), et V(X)+V(Y).

2) Exemple de loi conjointe de 2 variables aléatoires indépendantes.

Les pannes du photocopieur. On désigne par X la variable aléatoire égale au nombre de pannes d’origine
mécanique (par mois), et par Y la variable aléatoire égale au nombre de pannes d’origines électronique (par mois).
On suppose de plus que les variables X et Y sont indépendantes. Les lois de X et Y sont données par les tableaux
suivants :

Valeurs z; de X | 0 1 2 Valeurs y; de Y | 0 1
P(X = ux;) 0,07 | 0,7 | 0,23 P(Y =y;) 0,6 | 0,4
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Les calculs de I'espérance et la variance de X donnent :
E(X) = 1,16 et V(X) = 1,62 — 1,162 = 0,2744 d’ott o(X) ~ 0,5238. On trouve de méme :E(Y) = 0,4 et
V(Y)=0,24 dou o(Y) ~ 0,49
L’indépendance de X et Y se traduit par les égalités :
P(X=0Nn(Y=0)=P(X=0)xP(Y=0)=0,07 x 0,6 =0,042
P(X=0n(Y =1)=P(X=0)xP(Y =1)=0,07 x 0,4 = 0,028 etc...

L’indépendance de X et Y équivaut donc aux 6 formules : P((X =z;) N P(Y =y;)) = P(X = z;) x P(Y = y;),
pour tous les couples (i;j) avec i compris entre 0 et 2 et j=0 ou 1.

Dans le cas ou l'on, suppose X et Y indépendantes, la loi conjointe s’obtient en écrivant la table de multipli-
cation des probabilités de X et Y comme le tableau suivant :

Y\ X 0 1 2 Y=y,
\ i ) Ce tableau est a la fois une table de multiplication
0,042 | 0,42 | 0,138 0,6 A . .
obtenue a partir de la ligne du bas et de la colonne de
1 0,028 | 0,28 | 0,092 0,4 ) R .
droite, et une table d’addition par ligne et par colonne.
p(X ==;) | 0,07 | 0,7 | 0,23 1
On cherche maintenant la loi de al variable aléatoire Z Y\X|0]|1]|2
égale au nombre total de pannes du photocopieur :Z = 0 0(1]2
X +Y. Tableau des valeurs de Z ci-contre : 1 11213

En appliquant la méme méthode qu’au paragraphe 1. :
p(Z=0) = p((X = 0)Np(Y = 0)) = 0,042
p(Z=1)=p((X=0)NpY =1))+p((X =1)Nnp(Y =0)) =0,028 4+ 0,42 = 0,448 etc... ce qui nous donne la loi
de 7 :

valeurs z; de Z 0 1 2 3
p(Z = %) 0,042 | 0,448 | 0,418 | 0,092

On obtient facilement E(Z) = 1,56 V(Z) = 0,5144 o(Z) ~ 0,7172 et on constate que :
e E(X+Y)=EX)+E(Y)
o V(X+Y)=V(X)+V(Y)
e 0(X+Y)#o(X)+0o(Y)

Exercice B6 FEspérance de gain sur investissement Une entreprise envisage l’achat d’une machine d’une valeur de
70 000 , et d’une durée de vie de 2 ans. Les dépenses de fonctionnement et de fabrication sont de 42 000€ par
an. On peut fabriquer au mazximum 1 000 piéces par an avec cette machine.

L’entrepreneur estime que chaque année la probabilité d’écouler cette production est de 0,9. PAr contre, en cas de
récession sur l'une ou l'autre des années, on ne pourra écouler (et on en fabriquera) que 750 piéces. On suppose
qu’il y a indépendance entre les quantités vendues chaque année.

D’autre part le priz de vente d’une piéc e (imposé par la concurrence) est de 100 € la premiére année. Pour
la seconde année, il y a une possibilité de 0,5 pour qu’il se maintienne, une probabilité 0,1 pour qu’il augmente de
10% et une probabilité 0,4 pour qu’il baisse de 5% .

On note Q1 la variable aléatoire égale a la quantité écoulée la premiére année, Qs la quantité écoulée la deuxiéme
année, et Q = Q1 + Q2 la quantité écoulée totale sur les 2 années.

1. Calculer lespérance mathématique et la variance pour la quantité de piéces écoulées pour une année.
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2. Calculer l’espérance mathématique et la variance pour la quantité de piéces écoulées pour l’ensemble des deux
années.

3. Calculer 'espérance, la variance et l’écart-type du chiffre d’affaires réalisé la premiére année.

4. Calculer l’espérance mathématique du chiffre d’affaires réalisé la deuxiéme année, en supposant de plus que
les quantités écoulées et le prix de vente sont deuz variables aléatoires indépendantes.

5. Quelle est ’espérance mathématiques du gain net procuré par cet investissement sur l’ensemble des deux
années ?

3) Exercices sur les couples de variables aléatoires

Exercice B7 X et Y sont deuz variables aléatoires dont la loi conjointe est donnée par le tableau suivant :

Y\ X]| 1 3 5 7 9
0 | 001 0,04 | 0,065] 0,07 0,015
2 | 00300420108 0.1 | 0,02
4 | 0,06 | 0,068 | 0,187 | 0,18 | 0,005

Faire les tableauzx des lois X et Y.

Calculer E(X),V(X) et o(X).

Calculer E(Y),V(Y) et o(Y).

Déterminer la probabilité conditionnelle Py—o(X = 7).

Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

Donner la valeur de E(X+Y), sans déterminer la loi de X+Y, en précisant quelle est la propriété utilisée.
Faire le tableau de la loi de probabilité de X+Y.

A Daide de la calculatrice, calculer E(X+Y), V(X+Y) et o (X+Y).

Vérifier qu’ll n’y a pas d’additivité de la variance, ni de I’écart-type.

© 0 RS G v~

Exercice B8 X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, dont les lois sont données par les tableauz :

Loi de X Z 0‘?1 0’2 0‘?5 Loi de Y i 0?3 0f7
1. Faire le tableau de la loi conjointe de X et Y, en expliquant la méthode utilisée.
2. Calculer lespérance, ’écart-type et la variance de X.
3. Méme question pour Y.
4. En déduire la loi de probabilité de Z=X-Y.
5. Calculer Uespérance, la variance et [’écart-type de X-Y.
6. En utilisant les propriétés de 'espérance et de la variance, écrire les formules de calcul de E(X-Y, en fonction

de E(X) et E(Y), et celle de V(X-Y) en fonction de V(X) et V(Y), en précisant les éventuelles conditions.

7. Vérifier les formules obtenues a la question 5 sur cet exemple.

Exercice B9 Un artisan est spécialisé dans la remise a neuf de fauteuils anciens. Cette rénovation nécessite deux
étapes successives; une remise en état du chassis du fauteuil (menuiserie) et une remise en état du siége et du
dossier (tapisserie). Pour un fauteuil donné, on appelle X la variable aléatoire égale au temps de menuiserie, et
Y la variable aléatoire égala au temps de tapisserie. X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, dont les
lois sont données par les deux tableaux suivants :

. nl 2] 3] 4 . vil 3151 6] 8
Loi de X |2 Loi de Y
AT 0.3 0.5] 0.2 e To1]0210.3] 0.4

1. A Udide de la calculatrice, déterminer Uespérance, la variance et Uécart-type de X et de Y a 10~ preés.
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Donner le tableau de la loi conjointe de X et de Y.
Préciser quel est I’ensemble des valeurs de Z=X+Y.
Faire le tableaw de la loi de probabilité de Z.

A Vaide de la calculatrice, calculer Uespérance, la variance et Uécart-type de Z.

S S o e

Vérifier les propriétés d’additivité sur cet exemple.

Exercice B10 En 2024, une entreprise prévoit de commercialiser un nouveau modeéle de montre, qui outre sa
capacité a donner Uheure, peut aussi prendre des photos numériques (beaucoup plus discrétement qu’avec un
téléphone). La direction commerciale prévoit que la quantité vendue en 2024 pourrait étre de 100 000 suer le marché
francais, avec une probabilité de 0,8 et seulement 80 000 avec une probabilité de 0,2 si une société concurrente
proposait un modele comparable de montre pouvant prendre les photos.

On note X la variable aléatoire égale d la quantité vendue en 2024, exprimée en milliers.

La direction commerciale considére de plus que le priz de vente de cette montre pourra étre fizé o 120€ si aucune
autre société concurrente ne propose de modéle comparable. Par contre en cas de concurrence (avec une probabilité
de 0,2)le priz de vente devra étre réduit a 105€ . On note P la variable aléatoire égale au priz de vente d’une
montre et Y le chiffre d’affaires ( en millions d’euros) réalisable pour le vente de ces montres en 2025.

1. Déterminer ’espérance et I’écart-type de X.
2. Déterminer l’espérance et [’écart-type de P.

3. D’aprés les informations données dans l’énoncé (sans calcul), peut-on dire ou non que les variables aléatoires
X et P sont indépendantes ?

4. Exprimer Y en fonction de X et P.

5. Déterminer l'espérance de Y.

Exercice B11 Une entreprise envisage l’achat d’une machine d’une valeur de 500 000€ , et d’une durée de vie
de 3 ans. Les dépenses de fonctionnement du matériel sont de 15 000€ par an. On peut fabriquer au maximum
2 000 piéces par an avec cette machine, a un coit unitaire constant de 15€ par piéce produite, chacune des 3
années.
L’entrepreneur estime que chaque année la probabilité d’écouler cette production de 2 000 pieces est de 0,8. Par
contre, en cas de récession l’'une ou l'autre des années, on ne pourra écouler que 1 500 piéces. On admettra qu’il y a
indépendance entre les quantités vendues chaque année. On admettra aussi que la quantité produite est exactement
égale a la quantité vendue ( la production est ajustée da la vente).
D’autre part le priz de vente d’une piéce (imposé par la concurrence) est de 120€ les deuzr premiéres années.
Pour la troisiéeme année, il y a une probabilité de 0,4 pour qu’il se maintienne, un probabilité de 0,1 pour qu’il
augmente de 10% et une probabilité de 0,5 pour qu’il baisse de 5%.
On note Q1 la variable aléatoire égale d la quantité écoulée 'année i(i=1,2,3), et Q = Q1 + Q2 + Q3, la quantité
écoulée totale sur les 8 années.

1. Calculer lespérance mathématique et la variance pour la quantité de piéces écoulées pour l'une des 3 années.

2. En déduire l’espérance, la variance et I’écart-type de la quantité Q) des pieces écoulées pour I’ensemble des
trois années, en précisant soigneusement les propriétés utilisées.

3. Calculer Uespérance, la variance et l'écart-type des chiffres d’affaires X1 et Xo réalisés chacune des deux
premieres années.

4. Calculer Uespérance mathématiques de la variable aléatoire P égale au priz de vente au cours de la troisieme
année.

5. En supposant que les quantités écoulées et el prix de vente sont deux variables indépendantes au cours de la
troisieme année, déterminez l’espérance du chiffre d’affaires X3 pour la troisiéme année.

6. Exprimer en fonction de Q la variable aléatoire C égale au total des charges de production (fonctionnement
+ codt par piéce) pour les 3 années.

7. En déduire lespérance et l’écart-type de C( préciser quelle est la propriété utilisée).

8. Quelle est l’espérance mathématique du gain met procuré par cet investissement sur l’ensemble des trois
années ?
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Chapitre C

Lois de probabilités discretes
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Loi binomiale Lois de probabilités discrétes

I) Loi binomiale

Exercice C1 On dispose d’une piéce de monnaie truquée pour laquelle on a 80% de chance d’obtenir face et 20%
de chance d’obtenir pile. On lance 3 fois de suite la piéce et on note X la variable aléatoire représentant le nombre
de "face" obtenu. Donner la loi de probabilité de X.

80
Dans l’exercice précédent, on dit que la variable aléatoire X suit une loi binomiale de parametres (3; ﬁ)

Loi binomiale: )

On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi binomiale de parameétre (n;p) lorsque les conditions suivantes
sont réunies :

e On répete n fois une expérience aléatoire.
e Les épreuves sont indépendantes les unes des autres.
e A chaque épreuve, il n’y a que deux issues possible :
¢ "Succes" avec une probabilité p
o "Echec" avec une probabilité g =1 —p

dans ce cas, on note

X <= B(n;p) )
/ L4 P4 \
:5 Propriété Cl1:
Lorsque X suit une loi binomiale %(n;p), alors pour tout k € N, tel que 0 < k < n :
P(X =k)=Crp*(1 —p)" "
Souvent, on note ¢ = 1 — p qui représente la probabilité d’obtenir face. On a alors
P(X = k) = Chptg" ™ )
— R
Coefﬁcient binomial:
Le nombre C¥ peut étre calculer :
|
) Parlaformule:C’,]f:moﬁn!:1x2x---><(n—l)xn.
e Avec une calculette TI : Ex pour 052 =10 :5 [MATH| [9:Combinaison| 2
e Avec une calculette CASIO : Ex pour C2 =10 : 5 [OPTN| [PRB 2
pour Cf [Pre] )

Exercice C2 Calculer : 1. C2 2. CY 3. Cf,
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Exercice C3 On lance 10 fois un dé bien équilibré. On note X le nombre d’apparition de la face 6. donner

1. p(X =0) 2. p(X =14) 3. p(X <2)

d Propriété C2:

E(X)=mnp

V(X) = npq ox = /mpq CV(X) = ’

Exercice C4 Une urne contient 20 boules : 8 rouges et 12 vertes. On tire une boule, on note sa couleur, on la
remet et on recommence ’expérience 6 fois de suite. On note X le nombre de boules rouges obtenues.

1. Donner la loi de probabilité de X .
2. Calculer son espérance mathématique.

3. Donner la variance et ’écart-type de X.

fRemarque:

e On sait que dans le cas de tirages avec remise, les tirages sont indépendants.

e Dans des tirages sans remise, ce n’est plus le cas, mais lorsque que le nombre de tirage (n) est trés
petit par rapport a leffectif total (N), on peut considérer tout de méme que X suit une loi binomiale.

De maniére formelle, la condition a respecter est N < 0,05.Dans le cas contraire, la variable aléatoire

suit une loi Hypergéométrique de parametres : 7 (N;n;p) qu’on n’étudiera pas cette année.

Exercice C5 Un joueur lance deuzr dés dont les faces sont numérotées de 1 a 6. On suppose que les dés sont
non-truqués et donc que pour chaque dé, toutes les faces ont la méme probabilité d’apparition. Voici les régles :

o Siles deux dés donnent le méme numéro alors le joueur perd 10 points

o Siles deuz dés donnent deux numéros de parités différentes (I’'un est pair et l’autre impair) alors il perd 5
points.

e Dans les autres cas il gagne 15 points.

1. Le joueur joue une partie et on note X la variable aléatoire correspond au mombre de points obtenus.
(a) Déterminez la loi de probabilité de X puis calculez l’espérance de X .
(b) Représentez graphiquement la fonction de répartition de X.

2. Le joueur effectue 10 parties de suites. Les résultats des parties sont indépendants les uns des autres. On
appelle alors Y la variable aléatoire égale au nombre de fois que le joueur gagne 15 points.

(a) Ezpliquez pourquoi Y suit une loi binomiale. Quels sont les paramétres de Y ¢
(b) Quelle est la probabilité que le joueur gagne au moins une fois 15 points ?
(c) Combien de fois le joueur peut espérer gagner 15 points ¢
3. Le joueur joue n parties de suite.
(a) Quelle est la probabilité qu’il gagne au moins une fois 15 points ?

(b) A partir de quelle valeur de n sa probabilité de gagner au moins une fois 15 points est strictement
supérieure a 0,9999 ?
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ﬁ Propriété C3:

X1 <= B(ni;p)

alors X1 + Xo <= B(ni + no;
X < B(ngip) L e Bl )

Pour toute variable X et X5 indépendantes telles que {

IT) Loi de poisson

Les valeurs prises par une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson sont des entiers naturel : N =
{0,1,2,3,...}. Une loi de Poisson est définie par un seul parameétre noté A\(lambda) et s’intéresse "au nombre
de fois ou un événement se produit sur un espace de temps ou d’espace T".

fRemarque:

e Attention, pour suivre une loi de Poisson I’événement doit avoir une chance faible de se produire sur
un espace de temps T, moins de 10% cad une probabilité inférieure a 0,1.

e Si I'espace temps t étudié est différent de T', on se raméne a T' par proportionnalité.

Loi de poisson:

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de parametre A. On note : X — ().

e x Ak
Pour tout k e NJP(X = k)= ——— avec kl =1x2x3x---xk—1xk.

k!

fRemarque:

| A correspond au nombre moyen de fois oti I'événement va apparaitre sur I'espace de temps T'.

ngropriété C4:
Lorsque X suit une loi de poisson de parameétre X,
E(X) =)\ V(X) =2\ ox =V

Exercice C6 Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de paramétre 1,6. A l'aide de la calculatrice,
calculer & 1073 prés les probabilités suivantes :

1. P(X =3) 2. P(X <2) 3. P(X>1)

Exercice C7 Un livre de 300 pages contient 225 fautes d’impression distribuées au hasard. Soit X la variable
aléatoire qui mesure le nombre de fautes par page, on suppose que suit une loi de Poisson.

1. Déterminer le paramétre de cette loi.

2. Déterminer la probabilité pour qu’une page donnée contienne :
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(a) deux fautes d’impression.
(b) moins de deuz fautes d’impression.

(¢) au moins trois fautes d’impression.

Exercice C8 On note X la variable aléatoire qui a toute période de 100 jours consécutifs, tirés au hasard dans
les jours ouvrables de l’année associe le nombre de pannes d’une machine. Une étude menée par le constructeur
permet d’affirmer que X suit la loi de Poisson de paramétre A = 0,5. Déterminer :

1. P(X<2)

2. La probabilité de I’événement : "La machine a au plus quatre pannes pendant la période de 100 jours consé-
cutifs’.

3. Le plus petit entier n tel que : P(X < n) = 0,99. Traduire cela par une phrase en frangais.

Exercice C9 On note X la variable aléatoire qui prend pour valeur le nombre de défauts sur le verre d’une ampoule.
On admet que X obéit a la loi de Poisson de paramétre A = 5. Calculer la probabilité des événements suivants :

1. Il 'y a aucun défaut sur 'ampoule.
2. 1l y a plus de deux défauts sur I’'ampoule.

3. Le nombre de défauts est compris entre deux et cing (bornes comprises).

d Propriété C5:

X1 — P()\l)

X, < P(/\Q) alors X1 + X9 — P(/\l + /\2)

Pour toute variable X et X5 indépendantes telles que {

III) Approximation d’une loi binomiale par une loi de Poisson

Dans une entreprise, on considere que la probabilité de fabriquer un article défectueux est 0,05. Lors d’un
controle de qualité, on préleve un échantillon de 120 pieces. Notons X la variable aléatoire qui correspond au
nombre de pieces défectueuses dans ’échantillon. Comparer la loi de probabilité de cette variable aléatoire

1. En considérant qu’elle suit un loi binomiale.
2. En considérant qu’elle suit une loi de Poisson.

3. Que constate-on ?

ﬁ Propriété C6:
Soit X une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de paramétres n et p. Dans certaines conditions (
n = 30;p < 0,1 et np < 15), on peut remplacer la loi binomiale suivie par X, par une loi de Poisson de
paramétre X = np
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Exercice C10 Une usine fabrique en grande série des piéces susceptibles de présenter un défaut dans 3% des cas.
On préléve au hasard 250 piéces dans la production. Soit X la variable aléatoire qui, a tout prélévement de 250
pieces, fait correspondre le nombre de piéces présentant un défaut.

1. Quelle est la loi de probabilité de X ? Justifier.
2. (a) Montrer que que la loi de X peut étre approchée par une loi de Poisson.
(b) En déterminer le paramétre \.

(c) Calculer alors la probabilité que, parmi les 250 piéces, il y en ait au plus 3 présentant un défaut.

IV) Loi géométrique

S\ N
L01 geometrique:
On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi géométrique de parameétre p lorsque les conditions suivantes
sont réunies :

o On répete n fois une expérience aléatoire.
¢ Les épreuves sont indépendantes les unes des autres ou sont des préléevements avec remise.

o A chaque épreuve, il n’y a que deux issues possible :
"Succes" avec une probabilité p
"Echec" avec une probabilité g =1 —p

o La variable aléatoire mesure le nombre de tentatives pour obtenir un succes.

dans ce cas, on note X — ¥(p)

/
g h
dProprlete CT:
e Loi de probabilité : P(X =) = f(z) = (1 —p)* ! xp
e Eléments caractéristiques de caractéristiques :
B(X) = 1—p
— ]1) o(X) = >
—-Pp
V(X) = X)=+1-
(X) = —; CV(X) 7 )
fRemarques:

1. Tous les calculs de probabilités d’une variable aléatoire discréte se font a partir de : sa fonction de
distribution f(z) = P(X = z) ou de sa fonction de répartition F(z) = P(X < z). Dans les deux cas,
il existe des tables statistiques qui permettent d’éviter les calculs fastidieux.

2. On peut montrer que P(X > x) = (1 — p)*. Cela signifie que les x premiéres épreuves sont des échecs,
et que le succes arrive au dela de x épreuves.

3. On peut aussi montrer que Px~, (X >n+x) = P(X > z). Cela signifie qu’on a déja fait n réalisations
sans succes, et qu’on calcule la probabilité de devoir attendre encore plus de x réalisations pour obtenir
enfin un succes.
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Exercice C11 Une usine fabriquant des jouets emploie 20 personnes dans chacun de ses deux ateliers. Le taux
d’absentéisme a été évalué, pour une journée a environ 5% . Au bout de combien de jours en moyenne une
personne sera-t-elle absente ?

Exercice C12 Bastien rentre chez lui aprés avoir bien fété le retour d’un ami. Il arrive avec difficulté a sa porte, et
au moment ot il sort son trousseau de clés, la lumiére tombe en panne. Son trousseau comporte 4 clefs identiques
qu’il va essayer au hasard. La variable considérée est le nombre d’essais que Bastien va devoir effectuer avant de
pouvoir ouvrir sa porte. Aprés chaque essai, vu son état et vu l’obscurité, il ne se rappelle pas quelle clé il a déja
essayé. Pour chacune des proposition suivantes, statuer si elles sont vrai ou fausse, en argumentant bien sur.

1. La variable aléatoire suit une loi géométrique.

Bastien a 18,75% de chance d’ouvrir sa porte au deuxriéme essai.

Il a 68,36% de chances d’avoir besoin au plus de j essais pour ouvrir sa porte.
Il a 57,81% de chances d’avoir besoin de plus de 4 essais pour ouvrir sa porte.

Chaque essai durant 30 secondes, Bastien peut espérer ouvrir sa porte en 2 minutes.

S G o

Bastien commence a saturer ... il a déja effectué 6 tentatives infructueuses, du coup il décide que s’il n’a
pas réussi a ouvrir sa porte au 10éme essai, il retournera boire un verre avec son ami. Quelle est cette
probabilité ¢

7. De retour aprés une pause chez son ami, il décide de faire évoluer sa technique... Aprés chaque essai négatif,

il mettra de coté la clé testée et continuera d’essayer avec celles qui restent... Chaque essai durant 30 secondes,
en combien de temps peut-il espérer ouvrir sa porte ?
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Exercice C13 Dans un controle de qualité d’une variété de fil fabrigué dans une usine textile, on prélevé dans un
écheveau un segment de longueur spécifiée que l’on soumet a une traction déterminée. Si le fil ne se rompt pas, on
fat un nouvel essai. La probabilité que le fil ne se casse pas est de 0,8. Soit X le nombre d’essai effectués lors de
ce controle.

1. Quelle est la loi de probabilité de X si on répéte les essais jusqu’a rupture du fil ¢
2. Que devient la loi de X si on décide d’effectuer au maximum quatre essai ?

3. Donner dans les deuzr cas, un ordre de grandeur du nombre total d’essais a effectuer jusqu’a rupture du fil
st on procede a 100 controles.

V) Exercices variés
Exercice C14 Soit une variable aléatoire X qui suit une loi binomiale telle que : X — B(5;0,4). Calculer :

1. P(X =3) 3. P(X >3) 5. CV(X)
2. P(X < 3) 4. P(1< X <5)

Exercice C15 On tire au hasard une carte dans un jeu de 32 cartes; la carte tirée est remise dans le jeu apres
chaque tirage. On répéte 4 fois cette expérience aléatoire. Déterminer la probabilité d’obtenir 3 coeurs.

Exercice C16 Le dirigeant d’une trés grande société constate que 70% des cadres embauchés sont encore dans
Uentreprise 5 ans aprés. Il recrute 6 jeunes cadres. Parmi les propositions suivantes laquelle est ineracte ¢

o La probabilité que 5 ans aprés les 6 nouveaux cadres soient encore présent dans l'entreprise est de 0,11765.
e La probabilité que 5 ans apres les 6 nouveaur cadres aient quitté l'entreprise est de 0,00073.

e La probabilité que 5 ans apres 4 d’entre eux aient quitté [’entreprise est de 0,05954.

e La probabilité que 5 ans aprés 3 d’entre eux au moins soient encore présents dans l’entreprise est de 0,07047.

o On peut espérer que 4,2 cadres soient encore présents dans l'entreprise 5 ans aprés, avec une dispersion de
plus ou moins 1,12 cadres, soit un coefficient de volatilité de 26,73%.

Exercice C17 Soit une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramétre B(20;0,6).
1. Calculer P(X =10),P(X = 12) et P(X = 18).
2. Calculer P(X <12) et P(X > 12).

3. Calculer les paramétres caractéristiques de la variable X.

Exercice C18 Une usine fabriquant des jouets emploie 20 personnes dans chacun de ses deux ateliers. Le taux
d’absentéisme a été évalué, pour une journée a environ 5% . Le chef d’atelier affirme que le risque d’avoir, en une
journée, plus de trois absents dans un seul atelier est de 2%. Qu’en est-il de cette affirmation ¢

Exercice C19 Un joueur lance deux dés dont les faces sont numérotées de 1 a 6. On suppose que les dés sont
non-truqués et donc que pour chaque dé, toutes les faces ont la méme probabilité d’apparition. Voici les régles :

o Siles deux dés donnent le méme numéro alors le joueur perd 10 points

e Siles deuz dés donnent deur numéros de parités différentes (I'un est pair et Uautre impair) alors il perd 5
points.

e Dans les autres cas il gagne 15 points.

1. Le joueur effectue 10 parties de suites. Les résultats des parties sont indépendants les uns des autres. On
appelle alors Y la variable aléatoire égale au nombre de fois que le joueur gagne 15 points.

(a) Ezpliquez pourquoi Y suit une loi binomiale. Quels sont les paramétres de Y ¢

(b) Quelle est la probabilité que le joueur gagne au moins une fois 15 points ¢
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(¢) Combien de fois le joueur peut espérer gagner 15 points ¢
2. Le joueur joue n parties de suite.
(a) Quelle est la probabilité qu’il gagne au moins une fois 15 points ?

(b) A partir de quelle valeur de n sa probabilité de gagner au moins une fois 15 points est strictement
supérieure a 0,9999 ?

Exercice C20 Une machine fabrique des tiges métalliques et environ 3% des piéces produites sont défectueuses.
Ces tiges sont livrées par lots de 200 piéces. On s’intéresse alors au nombre de tiges défectueuses dans un lot.

1. Quelle probabilité a-t-on de n’avoir aucune tige défectueuse dans un lot ?

2. Quelle probabilité a-t-on de trouver au maximum 3 tiges défectueuses dans un lot ¢

Exercice C21 Soit une variable aléatoire X qui swit une loi hypergéométrique telle que : X — H(100;4;0,8).
Déterminer les probabilités suivantes :

2) 3. P(X >2) 5. P(1< X <5)
—5) 4. P(X <3)

Exercice C22 On suppose que 5% des articles produits sont défectueuz. Un client en achéte 4.
1. Quelle est la probabilité que le client soit entiérement satisfait ?

2. Sachant que le client annulera sa commande i plus d’un article est défectueux, quelle est la probabilité que
cela se produise ?

Exercice C23 Quatre personnes doivent aller participer a une foire pour présenter la production : elles sont choisies
au hasard parmi les 100 salariés de l'usine (40 hommes et 60 femmes). Quelle est la probabilité que la délégation
comporte 2 ou § femmes ?

Exercice C24 Soit une variable aléatoire X qui suit une loi de poisson telle que : X — Z(5). Calculer les proba-
bilités suivantes :

1. P(X =3) 3. P(1<X <5)
2. P(X <3) 4. CV(X)

Exercice C25 La vente d’appartements d’une agence immobiliere d’Amiens suit une loi de poisson de paramétre
4. Déterminer si les propositions suivantes sont inexactes. Arqgumentez.

1. La probabilité de ne pas vendre d’appartements est de 0,01832
2. La probabilité de vendre 4 appartements est de 0,19537
3. La probabilité de vendre au moins un appartement est de 0,98168

4. La probabilité de vendre entre 2 et 6 appartements (sens large) est de 0,79775

Exercice C26 X est une variable aléatoire qui suit une loi de poisson et P(X = 0) = 0.0045. Que peut-on en
déduire pour ’espérance de X ¢

Exercice C27 X suit une loi de poisson de paramétre 7. Déterminer la plus petite valeur vérifiant P(X < k) > 0,95.

Exercice C28 Les service d’urgence d’un hopital sont sollicités en moyenne 2 fois tous les quarts d’heure.
1. Calculer la probabilité qu’en une heure, il y ait 12 urgences.

2. Calculer la probabilité qu’en une heure il y ait plus de 12 urgences.

Exercice C29 Dans un port, un quai peut accueillir 6 bateauxr venant de décharger leur cargaison. Le nombre de
bateauz arrivant d l’entrée du port, en une journée, pour décharger, est une variable qui obéit a une loi de poisson
de paramétre 5. Lorsqu’un bateau arrive, s’il trouve une place a quai, il décharge et repart le soir méme. Sinon il
attend le lendemain a [’entrée du port.
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1. Calculer la probabilité d’avoir moins de 4 bateaux arrivant pour décharger, en une journée.

2. St un matin, il n’y a aucun bateau, ni au quai ni en attente, calculer la probabilité qu’il n’y ait aucun bateau
en attente le soir.

3. Calculer la probabilité que, sur deux jours consécutifs, il y ait au total un seul bateau en attente.

4. Quel devait étre le nombre de places d quai pour qu’il y ait environ 93% de chances de n’avoir aucun bateau
en attente, sur une journée.

Exercice C30 Une usine fabriquant des jouets emploie 20 personnes dans chacun de ses deuz ateliers. Le taux
d’absentéisme a été évalué, pour une journée d environ 5% . Par ailleurs une vente directe des jouets fabriqués
est proposé dans une petite boutique ou, entre 14h et 16h il y a en moyenne 40 clients.

1. Que devient ce risque d’absentéisme pour l'ensemble de l'atelier d’avoir plus de 3 absents ¢

2. Quelle est la probabilité qu’en un quart d’heure il y ait exactement 4 client ?

Exercice C31 Rick a di se rendre dans un hopital pour récupérer du matériel de soin. Pour sortir, il y a 12 portes.
A chacune d’entre-elles il y a une probabilité de 0,34 de rencontrer un zombie.

1. Combien de zombie peut-il s’attendre a rencontrer ?
2. Quel est le nombre de portes d’affilés qu’il peut espérer franchir sans avoir a se battre ?

3. Sachant qu’il n’a plus que 7 cartouches pour son fusil a canon scié, et qu’il ne rate aucun tir, qu’elle est la
probabilité qu’il doive finir son trajet a coups de crosse ?

4. Enfin, sachant qu’il vient de combattre un zombie la porte 7, quelle est sa probabilité de sortir sans encombre ¢
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Chapitre D

La loi Normale
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I) Loi normale

1) Définition et cadre naturel d’apparition

La loi normale (ou de Laplace-Gauss, appelée "normale" par Pearson en 1893) est la loi de certains phénomeénes
continus qui fluctuent autour d’une valeur moyenne p de maniere aléatoire, résultant d’un grand nombre de causes
indépendantes dont les effets s’ajoutent sans que I'un d’eux soit dominant. Par exemple la taille d’un individu en
cm, influencée par le sexe, la nourriture, ’environnement, 1’hérédité, le lieu géographique ...

~

Loi normale:

On dit qu’une variable aléatoire continue X suit une loi normale de parametres u € R et o > 0 lorsque pour
tous réels a et b,

b =\
Pla< X <b) = 12 / e 3(%5*) dz
g ™ Ja

On note alors X — A (u;0).

1/z—15\2
Exercice D1 Voici la courbe de la fonction z — — 3 (557),
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Si X — A (15,3), estimer les probabilités suivantes :

1. P(10 < X < 16) 2. P(X <12) 3. P(X > 14)

Dans la pratique, on nous informe que nous sommes en présence d’une loi normale dont on nous précise les
parametres p et o, et il nous faut alors calculer certaines probabilités...

Voici des exemples de courbes pour quelques valeurs de p et o pour comprendre le réle des 2 parameétres :

2 + 2 +
14 1+
} % % % % % } % /\ % %
-3 -2 -1 1 2 3 -3 -2 -1 1 2 3
p=-1 e o0c=02 npn=0 e oc=0,5
2+ 2 -+
14 1+
S i —— T
-3 -2 -1 1 2 3 -3 -2 -1 1 2 3
p=1 e oc=028 p=1 e oc=11
fRemarque:

Dans I'exemple précédent, on peut observer que :

e Ja courbe admet comme axe de symétrie la droite d’équation © = u,

1
e le maximum de la courbe est atteint en pu, espérance de la variable X (ce maximum valant —\/2_),
oV 2w

e plus o est grand, plus la courbe « s’étale » autour de la moyenne, en accord avec la signification de
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Pécart-type.

ﬁ Propriété D1:

Si X est une variable aléatoire suivant la loi normale A (u;o) alors

EX)=p et o(X)=o0.

Autrement dit, les paramétres d’une loi normale sont en fait son espérance mathématique et son écart—type./

~

/ 0 4 ’ .
-@-Methode pratique :
Certaines probabilités de références sont trés utiles a connaitre car trés récurrentes dans les exercices et/ou
les cas concrets qu’on sera amené a étudier.
Si X — N(u;0) :
e Plu—oc<X<u+o) =068
e P(u—20 <X <pu+20)=~ 095
o P(u—3c <X <p+30)~ 0997

~— ~—

2) Calculs d’une probabilité pour une loi normale

Utilisation de la calculatrice

-\@'-Méthode pratique :

La séquence 2nde/distrib/2 permet sur les TI d’accéder a la fonction normalFRép, ou a 'assistant de cette
fonction sur les calculatrices récentes.

Pour X — N(160;40), on obtient par exemple : P(120 < X < 180) = normalFRép(120,180,160,40) ~ 0,532.

Les valeurs de la fonction de répartition P(X < x) vont s’obtenir elles en remplacant I'extrémité gauche de
Iintervalle par la plus petite valeur négative programmée sur la calculatrice : —oo ou bien —10%°, suivant
les modeles. C’est la valeur qui va s’afficher par défaut sur les calculatrices avec assistant. On peut aussi
l'obtenir avec la séquence : (-)/2nde ./(-)/99.

Pour X < N(160;40), on obtient par exemple : P(X < 160) = normalFRép(-1E99,160,160,40) ~ 0,5.

fRemarque:

Attention : la fonction normalFdp disponible sur toutes les calculatrices ne donne pas une probabilité, mais
la valeur de la fonction de densité...mais ceci est une autre histoire!!!

Utilisation du tableur
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N2 » o \
-@-Methode pratique :

La fonction LOLNORMALE avec un 4°™¢ paramétre VRAI donne la fonction de répartition. Par exemple,
si la moyenne et I’écart-type sont dans des cellules nommées respectivement m et sigma :

e P(X < 160) = LOLNORMALE(160 ;m ;sigma ; VRAI)
e P(120 < X < 180) = LOLNORMALE(180 ;m ;sigma ;VRAI) —LOLNORMALE(120 ;m ;sigma ; VRAI) |

Exercice D2 On considére la variable aléatoire X associée a la production journaliére, en tonnes, de framboises
chez un maraicher durant la saison. On admet que X suit la loi normale d’espérance 1,6 et d’écart-type 0,3.

1. Calculer P(1 < X < 2). Interprétez ce résultat.

2. 1l est nécessaire de faire appel a des cueilleurs supplémentaires lorsque la production dépasse 1,9 tonnes.
Déterminer la probabilité que cela se produise.

3. Sachant que la production dépasse 1,6 tonnes, calculez la probabilité que l'on ait fait appel a des cueilleurs
supplémentaires.

Exercice D3 Le propriétaire d’un magasin de jouets a relevé le montant des achats de ses clients au cours du mois
de décembre. Il a constaté que les montants en euros, étaient distribués suivant la loi normale d’espérance 80 et
d’écart-type 25.

1. (a) Calculer P(50 < X < 140), arrondir le résultat au milliéme.

(b) A laide des résultats du cours, préciser la valeur de la probabilité P(30 < X < 130). On pourra esquisser
la courbe en cloche et visualiser cette probabilité.

2. A Uaide des résultats du cours, déterminer le nombre b tel que P(X € [80 — b; 80 +b]) =~ 0,997. Interpréter
le résultat obtenu.

3. A Uaide de la calculatrice, déterminer el nombre a, tel que P(X <a)=0,12. Interpréter le résultat.

3) Propriétés de la loi normale

s R
ﬁ Propriété D2:

1. SiX — N(u;0) et siY =aX +b (a et b deux réels), alors Y — N (ap+ b;|a|o). si le réel a est positif,
on a plus simplement : Y — N (ap + b; ao)

2. Si X, et Xy sont deux variables aléatoires indépendantes, telles que X1 — N(ui;01) et Xo —

N (uo;09), alors X1 + X9 — N (,ul + p2;y/0? + O'%)

3. Si X1,Xo,...,X,, sont n variables aléatoires indépendantes deux a deux suivant toutes la méme loi
normale de paramétres et o et si X = X1 + Xo + -+ + X, alors X < N (nu; /no)

4. Avec les mémes hypothéses, la moyenne X — N (u; L)

N

Exercice D4 On suppose que la variable aléatoire X égale au montant des achats d’un client venant dans un
magasin suit une loi normale de parameétre 160 et 40.

1. Esquissez la représentation graphique de cette loi.
2. A Vaide de la calculatrice, calculer P(40 < X < 280) et interprétez ce résultat a l'aide de la représentation.

3. A partir de la figure, ou du cours, précisez les valeurs des probabilités P(X > 160) et P(X < 160).
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4. Vérifier ces valeurs a l'aide de la calculatrice. Représenter par une aire la probabilité qu’un client achetant
dans le magasin ait un montant d’achat compris entre 100€ et 200€ et calculer cette probabilité.

Déterminer P(X < 100) et P(X > 200).

Sans calcul, que peut-on dire de P(X < 100) + P(100 < X < 200) + P(X > 200) ¢
Calculer P(120 < X < 200), et comparer avec une valeur usuelle.

Méme question pour P(80 < X < 240).

Représenter graphiquement P(X < 200) et donner sa valeur avec la calculatrice.

© X RS @

10. Déterminer le montant d’achat M, tel que le client ait un montant d’achat inférieur a M soit égal d 0,95, et
faire la représentation graphique.

11. Déterminer lintervalle centré sur la moyenne 160, tel que la probabilité qu’un client venant acheter ait un
montant d’achat dans cet intervalle, soit égale a 0,90 ; puis représenter cet intervalle.

12. Deux clients A et B viennent acheter dans le magasin. On suppose qu’ils font leurs achats en toute indépen-
dance ; quelle est la probabilité que le montant total de leurs achats soit compris entre 200€ et J00E ?

13. 81 clients effectuent des achats au cours d’une journée. Quelle est la probabilité que le chiffre d’affaire du
magasin soit supérieur a 12 000€ ce jour la ?

14. Méme question pour 18 000€ ?

IT) Loi normale centrée réduite .4 (0; 1)

N
Variable aléatoire centrée réduite:

La variable aléatoire T qui suit la loi normale de parametres p = 0 et 0 = 1 est dite variable aléatoire
centrée réduite. Dans ce cas, pour tous réels a et b,

Pla<T<b) = — -4
a4 x XX = — @ xZ.
\/271'/(1

/
Notation : On note II la fonction de répartition d’une
variable aléatoire suivant la loi N(0;1). On a donc
- g II(¢)
Pour tout t €e R, P(T <t) = / e zdx.
—00 27 t
~

Y

-@-Méthode pratique :
Des formulaires donnent des valeurs de P(T < t) pour une variable aléatoire continue suivant une loi normale
centrée réduite et pour des valeurs positives de t. En voici un extrait pour comprendre la méthode de lecture :

t 0,05 0,06 0,07
1,11 0,8749 | 0,8770 | 0,8790
1,2 10,8944 | 0,8962 | 0,8980
1,3 | 0,9115 | 0,9131 | 0,9147

Calcul de P(T < 1,36) : Le nombre situé a I'intersection de la colonne 0,06 et de la ligne 1,3 est la valeur de
la fonction de répartition de T pour t = 1,3 4+ 0,06 = 1,36. Ainsi, P(T < 1,36) = 0,9131.

J
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Exercice D5 Soit X, une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite.
1. Déterminer P(X < 1,54).
2. Méme question pour P(X < 1,96).

F!Propriété D3: ]

Soit T' la variable aléatoire centrée et réduite, P(T >t) =1— P(T <t).

@Interprétation graphique :

P(T>t) =1-P(T<t)
—1-P(T <t

Exercice D6 Soit X, une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite.
1. Déterminer P(X > 2,85)
2. Méme question pour P(X = 1,96).

Soit T la variable aléatoire centrée et réduite, si t est positif : P(T < —t) =1— P(T <1t).

‘55 Propriété D4: J

@Interprétation graphique :

P(T'<—t) =P(T>t) (parsymétrie de la courbe)
=1—-P(T <1t).

Exercice D7 Soit X, une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite.
1. Déterminer P(X < —2,15)
2. Méme question pour P(X < —1,78).

:! Propriété D5:

Soit T la variable aléatoire centrée et réduite, pour tous a;b € R, avec a < b :

Pla<T<b)=P(X <b)— P(X <a)
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@Interprétation graphique :

Pla<T<b) =P(T<b)—-P(T<a)
— P(T <b) - P(T < a).

~—

Exercice D8 Soit X, une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite.
1. Déterminer P(1,38 < X < 2,32)
2. Méme question pour P(—1 < X < 2,1).

F!Propriété D6: ]

Soit T la variable aléatoire centrée et réduite, pour tout t > 0, P(—t <T <t)=2P(T <t)— 1.

@Interprétation graphique :

P(—t<T<t) =P(T<t)—P(T<-t)
—P(T<)—[ P(T <1)] t) —1
—2P(T < t)) —
t —t

Exercice D9 Soit X, une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite.
1. Déterminer P(—2,15 < X < 2,15)
2. Méme question pour P(—1,58 < X < 1,58).

Exercice D10 Soit T, une wvariable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite. Calculer les probabilités
suivantes :

1. P(T <1,35) 3. P(T < —0,76) 5. P(-15<T<1)
2. P(T > 1,78) 4. P(T =2 —2,13) 6. P(-18<T<1\)
1) Lien avec la loi normale
ﬁ Propriété D7:
Si une variable aléatoire X suit la loi normale A (u;0), alors la variable aléatoire T = — M suit Ia loi
o

normale centrée réduite A4 (0;1).
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Ce résultat est treés important, puisqu’alors il nous suffit d’étudier la loi normale centrée réduite puis de
procéder a un changement de variable pour obtenir n’importe quelle loi normale!

-@'—Exemple:
On considére une variable X qui suit la loi normale de paramétres p = 12 et ¢ = 3 et on veut calculer
P(X < 16).
X — X —12
e OnposeT = g T On sait alors que T' suit une loi A4(0;1).
o
16 — 12

4
T < 3. Done P(X < 16) = P(T < 1.33).
e On lit sur la table P(T < 1,33) = 0,9082  donc : P(X < 16) = 0,9082.

e X <lo=T<

Exercice D11 Soit X, une variable aléatoire suivant une normale A (13;4), calculer les probabilités :

1. P(X < 15) 3. P(X > 11) 5. P(11 < X < 15)
2. P(X < 10) J. P(X>17) 6. P(X =13)

Exercice D12 [ ’éclairage d’une commune est assuré par 2000 lampes dont la durée de vie moyenne est 1000 heures.
Les tests réalisés pour obtenir cette "espérance de wvie" ont montré que la durée de vie des lampes suivait une loi
normale d’écart type estimé a 200 heures.

1. Déterminer le nombre de lampes hors d’usage envisageable au bout de 700 heures.

2. Le nombre de lampes & remplacer entre la 900™¢ et la 1300°™¢ heure.

Exercice D13 Soit X une variable aléatoire continue suivant une loi normale de paramétres m et o,
1. Montrer que P(m — o < X <m+ o) ~ 0,68.
2. Montrer que P(m — 20 < X <m+ 20) ~ 0,95.

Exercice D14 Mr Hicks doit prendre un TGV a Paris Gare de Lyon a 9 heures du matin. Il habite a 35 km de
la gare, et utilise son véhicule pour se rendre de son domicile a la gare/ Le temps de trajet, en minutes, entre le
domicile et le parking de la gare est une variable aléatoire X,,, de loi normale N(u;0), et le temps X, pour se
garer au parking est une variable aléatoire de loi normale N(6;2). Il faut 8 minutes d pied entre le parking et la
place assise dans le TGV. Les calculs de durée seront arrondis a la minute prés.

1. Déterminer p et o, sachant que P(X, < 30) ~ 0,1586 et P(X, > 35) ~ 0,6915.
2. Quelle est la probabilité que le temps de trajet X, soit inférieur ou égal a 60 min ?

On note X le temps total entre le moment ou Mr Hicks quitte son domicile et ou il atteint sa place dans le TGV.
3. Exprimer X en fonction de X, et X, et préciser quelle est la loi de X.

4. Si Mr Hicks quitte son domicile a 8 heures précises, quelle est la probabilité qu’il soit installé a sa place
avant le départ du TGV ?

5. A quelle heure soit-il quitter son domicile pour que la probabilité d’étre installé dans le TGV avant son
départ soit au moins égale a 0,95 ¢
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N
@Interprétation graphique :
Interprétation graphique :
1
o\ 2
|
|
|
|
|
|
|
mi o
|
J

ITI) Approximation de la loi bindmiale par une loi normale

Dans certaines conditions, une loi binomiale peut étre approximée par une loi normale de maniére a simplifier
les calculs :

4 sl )
ﬁ Propriété D8:
Si X suit une loi binomiale de paramétre %(n,p). Alors lorsque
n=230,np=5etn(l—p) =5:
On peut approximer la loi de X par une loi normale A (u,o) avec :
p=mnp et o= /np(l—p)
J

fRemarque:

Comme une probabilité ponctuelle pour une loi continue est systématiquement nulle,pour approximer P(X =
k) quand X suit une loi binomiale, on calculera : P(k—0,5 < X < k+0,5) avec la loi normale correspondante.

A.LAMIDIAUX 41 IUT d’Amiens: GEA - Probabilités


mailto:aymeric.lamidiaux@u-picardie.fr

Divers exercices La loi Normale

0.09

0.08

T
.
-

1

0.07

T
—
—
1

0.06

T
——
——

1

0.05

T
—
—T

1

0.04

T
—
—

1

0.03

T
—
—T

1

0.02

T
1

0.01

T
1

0'000 20 40 60 80 100

Approximation d’un loi binomiale Z(100;0,4) par une loi normale .4 (40;2+/6)

IV) Divers exercices

Exercice D15 Calcul de probabilités

1. Calculer P(X < 100) et P(X > 200) sachant que X suit une loi normale de moyenne 150 et d’écart-type
50.

2. Calculer P(X < 400) et P(X > 700) sachant que X suit une loi normale de moyenne 500 et d’écart-type
80.

3. Calculer P(60 < X < 180) et P(100 < X < 2000) et P(0 < X < 120) sachant que X suit une loi normale
de moyenne 120 et d’écart-type 60.

Exercice D16 On surveille sur une piéce deur cotes A et B. Pour qu’une piéce soit acceptable, il faut que :
A =25mm £+ 0,06omm et B = 30mm £ 0,0lmm. Les cotes A et B sont indépendantes et suivent respectivement
des lois normales, de paramétres m = 25,003 et o = 0,05 pour A et m’ = 30,001 et o’ = 0,04 pour B. On préléve
au hasard une piéce. Déterminer la probabilité pour que :

1. La cote A de cette piéce soit acceptable
2. La cote B de cette piéce soit acceptable
3. La piéce soit acceptée.

4. En déduire le pourcentage de picces mises au rebut.

Exercice D17 Une machine usine des piéces dont la longueur X suit une loi normale de moyenne m = 5dmm et
d’écart type o = 0,2mm. Une piéce est considérée comme non conforme si X < 53,6 ou si X > 54,3.

1. Calculer la probabilité pour qu’une piéce soit non conforme.
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2. Pour vérifier que la machine ne s’est pas déréglée, on détermine des cotes d’alerte m —h et m+ h telles que
P(m —h< X <m+h)=0,95. Calculer ces cotes d’alerte.

Exercice D18 Une série de tests sur la durée de vie d’un composant électronique a donné les résultats suivants :

X [ 100,50 [ [0,5:1] | 1,50 | [L,5:2[ | 22,5 | [2,5:3[ | [3:3.5] | [3,5:4[ | [4:4.,5]
n 1 1 8 14 24 33 58 86 70
X | [4.5:5] | [5:5.5] | [5,5:6] | [6:6,5] | 6,57 | [7:7.5[ | [7.5:8] | [8:8,5] | [8:5:9]
n | 55 43 33 25 19 15 12 10 5

1. Calculer la moyenne m et ’écart type o de cette série statistique.

2. On admet que la durée de vie d’un composant est une variable aléatoire qui suit une loi normale de paramétre
m et o.

(a) Calculer la probabilité pour qu’un composant dure au moins 3 ans.

(b) Calculer la durée de vie minimale qu’un composant peut atteindre avec une probabilité de 0,95.

Exercice D19 On admet que la durée de vie X mesurée en heures, d’une ampoule électrique d’un certain type est
une variable aléatoire qui suit une loi normale. Déterminer ses paramétres, sachant que la probabilité que X soit
supérieure a 1 100 est 0,9332 et que la probabilité que X soit inférieure a 1600 est 0,8413.

Exercice D20 L’entreprise de transport

Une entreprise de transport a un parc total de 150 camions. On désigne par X la variable aléatoire qui, a chaque
camion choisi au hasard dans le parc, associe la distance en km parcourue en une journée. Une étud statistique
permet d’admettre que cette variable aléatoire X suit uen loi normale de moyenne 120 et d’écart-type 14. Déter-
miner :

1. 6 10™% prés la probabilité qu’un camion parcourt en un jour donné une distance comprise entre 110 et 130
km.

2. la probabilité que la distance parcourue par un camion soit supérieure ¢ 150 km.

Exercice D21 Un groupe industriel produit des petits moteurs destinés au montage des jouets. La variable aléatoire
X qui, a chaque moteur tiré au hasard dans la production, associe sa durée de vie exprimée en heures suit la loi
normale de moyenne 400 et d’écart type 40.

1. Un moteur est déclaré non commercialisable si sa durée de vie est inférieure a 318 heures. Calculer la
probabilité p qu’un moteur prélevé au hasard dans la population ne soit pas commercialisable.

2. SoitY la variable aléatoire qui, a tout lot de 50 moteurs, associe le nombre de moteurs non commercialisables.
La production est assez importante pour qu’on puisse assimiler le prélévement de 50 moteurs a un prélévement
aléatoire avec remise.

(a) Quelle est la loi suivie par Y ? Justifier la réponse et donner ses paramétres.
(b) Calculer la probabilité de I’événement : "il y a exactement deux moteurs non commercialisables’.

(¢) On admet que la loi précédente peut étre approchée par une loi de Poisson. Préciser son paramétre et
calculer la probabilité de I’'événement : "il y a plus de trois moteurs non commercialisables”.

Exercice D22 On note X la variable aléatoire qui, a chaque homme prélevé au hasard, associe sa taille en centi-
meétres. On suppose que X suit la loi normale de moyenne 178 et d’écart-type 10.

1. Déterminer la probabilité de chacun des événements suivants :

(a) A : « Un homme prélevé au hasard a une taille supérieure strictement a 180 ».

(b) B : « Un homme prélevé au hasard a une taille inférieure ou égale a 150 ».

(c) C : « Un homme prélevé au hasard a une taille comprise entre 160 et 185 inclus ».
2. (a) Déterminer le réel a tel que P(X > a) = 0,80. Interpréter ce résultat.

(b) Déterminer le réel b tel que P(176 —b < X < 180 + b) = 0,68. Interpréter ce résultat.
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(¢) Déterminer une estimation de la taille en dessous de laquelle se situe la moitié de la population.

Exercice D23 Le supermarché
Les achats effectués par les clients d’un supermarché suivent uen loi normale de moyenne p = 300 et d’écart-type
o = 100.

1. Calculer les probabilités des événements suivants :
(a) Ey :« Uachat effectué est d’un montant supérieur a 530 »
(b) Es :« lachat effectué est d’un montant compris entre 250 et 400 »

2. Indiquer la fourchette de montants d’achats, centrée sur la moyenne et couvrant 90% des dépenses.

Exercice D24 Temps d’attente

Une personne a un rendez-vous & 10h30. Elle doit auparavant se faire examiner par son médecin puis passer acheter
ses médicaments dans une pharmacie. On suppose que le temps passé chez le médecin (attente et consultation) est
une vartable aléatoire normale de moyenne 40mn et d’écart-type 15mn ; que le temps passé dans la pharmacie est
aussi une variable aléatoire normale de moyenne 12mn et d’écart-type 3 mn, indépendante de la précédente.
Quelle est la probabilité que la personne arrive a l’heure d son rendez-vous en supposant d la fois :

e qu’elle était chez son médecin a 9h00

o ct qu’il lui faut exactement 5 mn pour se rendre du cabinet médical d la pharmacie et 15mn pour se rendre
de la pharmacie d son lieu de rendez-vous.

Exercice D25 Durée de réalisation de projets

Pour la réalisation d’un premier projet, une société doit effectuer successivement deux tiches A et B. Les durées
de ces taches sont incertaines. On désigne par X s (respectivement Xpg) la variable aléatoire égale d la durée en
jours de la tache A (respectivement de la tiche B).

On suppose que les lois de ces deux variables aléatoires sont des lois normales : X4 — N(22;3) et Xp — N(25;4)
et on suppose de plus que ces deux variables sont indépendantes.

1. Déterminer la probabilité de réaliser une tache de type A en plus de 30 jours.
2. Déterminer la probabilité qu’une tiche de type B soit réalisée entre 20 et 30 jours.

3. On désigne par X la variable aléatoire égale d la durée du premier projet. Quelle est la loi de X ¢ Déterminer
les parameétres de cette loi.

4. En déduire la probabilité de réaliser ce premier projet en moins de 50 jours.

Un deuziéme projet nécessite la répétition successive de la tache A en 16 lieux différents. On suppose que les durées
de réalisation de cette tiche A dans ces 16 lieux sont indépendants deux d deuxr. On suppose aussi que ces deux
journées sont nécessaires 4 la société pour passer d’un lieu ot vient de s’achever la tiche A, vers le lieu suivant.
On note Y la variable aléatoire égale au temps total de réalisation de ce deuxiéme projet (succession de 16 fois la
tache A, plus les journées consacrées a changer de lieu).

5. Préciser quelle est la loi de Y.

6. En déduire la probabilité que ce deuxieme projet soit réalisé en moins de 400 jours.

Exercice D26 Seuil de rentabilité

L’entreprise MARLAUD et Clie fabrique et vend des meubles métalliques de rangement, tous constitués par l’as-
semblage d’un méme caisson de base.

Le service commercial considére que la quantité annuelle X de caissons qui pourra €tre vendue au prix de vente
unitaire de 300<€ suit une loi normale de moyenne 24 000 unités et d’écart-type 8 000.

le cott unitaire variable (fabrication et distribution) est de 240 <€ et les charges de structures annuelles relatives
a cette ligne de produit sont de 270 000 € .

1. Déterminer la quantité minimale a produire et vendre pour que cette production soit rentable.

2. Déterminer la probabilité de dépasser cette quantité minimale.
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3. On note Y la variable aléatoire égale a la marge totale annuelle sur la vente des caissons, exprimée en kE .
Ecrire Y en fonction de X et préciser quelle est la loi de Y, et ses paramétres.

4. Quelle est la probabilité que la marge totale annuelle soit supérieure a 1 million d’euros ?

Exercice D27 Loi normale d’écart-type inconnu
X est une variable aléatoire de loi normale N(200;0), d’écart-type inconnu o.

1. Sachant que P(X > 100) = 0,9088, déterminer l’écart-type o, a 1073 prés, puis arrondi d lentier.

2. Avec cette valeur de o arrondie a l’entier le plus proche, vérifier le résultat en calculant P(X > 100).

Exercice D28 Loi normale de moyenne inconnu
X est une variable aléatoire de loi normale N(u;100), de moyenne inconnue (.

Sachant que P(X < 497) = 0,1515, déterminer la moyenne pu, a 1073 prés, puis arrondie a Uentier.

Awvec cette valeur de p arrondie a Uentier le plus proche, vérifiez le résultat en calculant P(X < 497.

Exercice D29 Loi normale de moyenne et d’écart-type inconnus
X < N(u;0). Déterminer les paramétres de cette loi, connaissant les deux probabilités : P(X < 37) = 0,9332 et
P(X < 23,5) = 0,2266.

Exercice D30 Le chiffre d’affaires de la société DISTRIB

La société DISTRIB est une chaine de marché alimentaires. On s’intéresse dans cet exercice aux chiffres d’affaires
réalisés dans deuxr supermarchés de cette chaine, l'un a Amiens et 'autre ¢ ABBEVILLE. Ces deux villes étant
suffisamment distantes, on pourra considérer que les chiffres d’affaires réalisés dans chacune d’elles sont indépen-
dantes l'un de 'autre.

On désigne par X le chiffre d’affaires journalier réalisé dans le supermarché d’Amiens, en milliers d*€. La loi
de X peut étre considérée comme une loi normale, de moyenne et d’écart-type inconnus, mais on dispose des
renseignements suivants : P(X < 500) = P(X > 1100) =~ 0,0668.

1. A Daide d’une figure, et en utilisant la symétrie de la loi normale, déterminer la moyenne de la loi de X.

2. En exprimant P(X < 1100) a l'aide de la variable Z de la loi normale centrée réduite, déterminer ’écart-type
de X.

Dans la suite de ’exercice, on admettra que X — N(800;200).

3. A Uaide de la calculatrice, déterminer la probabilité que le chiffre d’affaires X dans le supermarché d’Amiens
soit compris entre 700 et 1000 milliers d’euros.

4. Fuaire une représentation graphique de cette probabilité.
5. Déterminer le chiffre d’affaires C' Ay pour lequel P(X > CAg) =0,9.

6. Déterminer l'intervalle centré sur 800 auquel X appartient avec une probabilité de 80%. Utiliser une figure
pour faire le raisonnement permettant le calcul.

7. Préciser quelle est la loi de la variable W=X+Y.
8. Quelle est la probabilité que le chiffre d’affaires sur les deux supermarchés soit inférieur a 1 300 000 <€ ¢

On note maintenant Wy le chiffre d’affaires réalisés au cours d’un mois de 30 jours par la société DISTRIB dans
ses 2 supermarchés d’Amiens et d’Abbeville.

9. Préciser quelle est la loi de Wyy.

10. Quelle est la probabilité que ce chiffre d’affaires mensuel dépasse 50 millions d’euros ?
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