Calcul intégral.

I. Primitives des fonctions usuelles.
Fonctions Une primitive Conditions Fonctions Primitives
fx)=a F(z) = flx) =z F(z) =
flz) = az+b F(x) = flz) = 2 F(z) =
flx) =z F(z) = flw) =" F(z) =
f() =" Flz) = nel0; +oo| | | @) =" F(z) =
fa) =~ F(z) = v >0 fl) =t | ) =
f) = xin Flz) = ntletz#0| | fz)=sin(z) Flz) =
Fz) = ;5 P(z) = 2> 0 () = cos(z) Pz) =
f(z) =cos(az +b) | F(z) = f(z) =sin(ax +b) | F(z) =
Exemples /2d$ =..... /Bxdm = /(3:E—|—2) de=......................
:L'3de‘: ....... 4x3dx: ................. 8r —3x )dr=.......0i
(
dz dx dx 3
L /xS: ........ @/xﬁz ........ /ﬂdx: .......................
/(; ;)dx— ................. /(1—4x3—6x2—x85>dx— ...........................
2
e ] [ (2% b o
5dx
/\/5— ........... /\/Ed:):— ...................... /wﬁdx— ......................
rdw 5 B
/ % der=.. . / rdoe =
21 e e = 22 cos(2e —3)dez=............. 23 sin(2c —3)der =.............
o] [ costza—3) 2] [ sin(2e - 3)
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Calcul intégral.

II. Forme v'vu" oun € R\ {1}

Rappel:
‘ . u'rL+1
SlneR\{l}alms/uu = i1

ITI. Forme u'/u" ou n € R*

Rappel:
Si E]R*alos/d—_1
t g ut  (n— 1)un—1

IV. Forme u'/u

@ Rappel:

/u/
| / :ln"lt!
U
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Calcul intégral.

V. Forme u'/\/u

@ Rappel:

e

VI. Forme u'e%

@ Rappel:

! u u
ue =e

Revoyons 'une des techniques utilisées jusqu’a présent :

2241
/xe A =

Elle repose sur la possibilité de faire ............. de V'intégrale, qui est due & la

ﬁLinéarité de lintégrale
Etant données deux fonctions f et g et un nombre réel a :

/axf(x)dx: ................. et /(f(:z:)+g(x)) de= ...l
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Calcul intégral.

2a+1
Intégrons : /:ve "z

car

VII. Intégration par parties.

Rappel : /en+1 dx =

J~§Formule d’intégration par parties :

Exemples :

2241 . . . e
Pour calculer / ze " dz on a, d’apres la formule d’intégration par parties, deux possibilités :

* /fﬁln(ff) d$=/u,(1:)v(x) dz o u(x)_: """ soit u(z)=......

Exercice n° 1: Calcule / x cos(z) dzx
0
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Calcul intégral.

VIII.

Interprétation graphique.

1.

La relation Chasles.

/ x cos(x) dzx
0

Chasles

’ x cos(z) dx +/

Aire de

Aire de

™

™

est égale & ... ...

est égale & .. .. ..

x cos(x) dx = Aire

(3:172 — 27) de = ...

2
= | Aire
Exemple : Soit f: [-4,4] — R dont le graphe est tracée ci-dessous :
r o 32?271
20 1 : ) [P
Aire de est égale &
—4
10 +
O
Aire de est égale & —/ (32" — 27
-3

)dx—/03(3a:2—27)dx—...

Lorsqu’on permute les bornes d’intégration,

on change le signe de 'intégrale :

b

Remarque : Pour a < b, laire

P. DROUOT
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Calcul intégral.

b
Paire .............. est toujours positive, elle correspond a / | f(z)] da.
a
Exemple
#(z) = cos(z) 9(z) = | cos(a)|
11
x
0 f > >

cos(x)

On voit que : / glx)de =2Xx ..o

On voit que : / flz)de = .....
0

Par le calcul :

Par le calcul : / g(z)dz =
0

| o= _

Le rectangle rouge a pour hauteur ........... et largeur dx
donc l'aire coloriée en orange est :

/2 [—15- (32" —2m) dr=

—-30 +

Exemple : On considére les deux fonctions f et g définies par f(x) = 222 + 4z — 2 et g(z) = —2? =20+ 7.
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Calcul intégral.

Le rectangle noire a pour hauteur ........... et largeur
dx donc l’aire coloriée en rouge est :

N
D o ¢]

Ny

~N
_—
o
~—
/

[\]

T~
g
L

2. Formule de la moyenne.

10 10

La moyenne de ces 4 valeurs est :

Dire que la moyenne est égale & ...
revient & dire que toutes les notes

Interprétation de la moyenne :

10

1 2 3 4

Moyenne d’une fonction continue :
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Calcul intégral.
27
|
[
[
|
|
/ 3 s 20
/ La moyenne de z° sur [—1, 3] est égale a
/
/
A
/
/
/ ..............................................
/ 10
/ Les aires algébriques sont ........
/
/
/
] 3 -1 by 3
Interprétation de la moyenne d’un fonction continue :
27
|
/
[
[
/
20 ]
f | | = | |
/
/
s
/
/
10 / La somme des écarts & la moyenne est ......
/
S
7
ya
/ 1
R 3
= 4 oy
%@ Définition:
1 b
On appelle ................ d’une fonction continue f sur un intervalle [a, b] 'intégrale 7 / f(z)dz
—a ),

Valeur efficace d’un régime sinusoidal.
(de I’anglais root mean square, moyenne quadratique) d’un

3.

La valeur ........... , dite aussi valeur
signal périodique, de période T, est la racine carrée de la moyenne du carré de cette grandeur, sur un intervalle

de temps donné :
1 [T

- T 2
Vefﬁcace - t—I}Hloo T/O 4 (t) dt

Exemple : La valeur efficace U, d'une tension électrique u(t) d'un courant variable au cours du temps de
période T est égale a la tension du courant continu dissipant la méme énergie E que u(t) a travers une résistance

R sur une période T
La puissance est la vitesse a laquelle s’écoule 'énergie : P = e Elle est donnée par P(t) = u(t)i(t) on i son
IUT Génie Civil

intensité électrique. Sur une période, I’énergie dissipée par la résistance est :
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Calcul intégral.

T
E = / P(t)dt et la puissance moyenne est .................
0

U
e Dans le cas d’un courant continue, sa tension est .............. . Comme U = RI, on a I = = et
dFE 1
P=UI= ........ , et P est une constante : i P donc, sur une période, F =P x T = RUQT
T
e Dans le cas d'un courant périodique E = / Pt)dt = oo , d’on :
0

1 [T
Ufﬂ = T/o u2(t) dt soit | U g =

1 2
Ainsi, si u(t) = U, sin(t), alors T = ..... et Uyg = \/2 (U o sim(t))2 dt.
T Jo
2 9
/ SI(E )t = o
0
douUgg= o

En France, le réseau électrique distribue une tension électrique sinusoidale d’une amplitude de 325 volts et d’une
fréquence de 50 Hz. La tension efficace est de .................

y
325V + 3951 1+

—325V + —325V 1

IX. Intégration des fractions rationnelles.

ar +

pr AL

On cherche & intégrer f(z) =

e Cas n°1, (A > 0) : az® + bz + ¢ a deux racines réelles distinctes ryoet ry

ngéthode
ax + 0

. Il existe alors deux réels A et B tels que :
a(x —ry)(z —1ry)

On factorise le dénominateur : f(z) =

A B

f(z) = + .1l s’en suit que /f(x) de= ...
r—r Ty
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Calcul intégral.

2 .
A= donc z° — x — 6 a deux racines :
x*—x—06

/ dx B
B T ettt

e Cas n°2, (A =0) : az’ + bz + ¢ a une racine réelle r :

55 Méthode
: S oax +f : .
On factorise le dénominateur : f(z) = a@ =) 11 existe alors deux réels A et B tels que :
a(lx —r
A B
fz) = CRSE + pra Il s’en suit que /f(ac) de= ... ...
—2r+9 2 .
Exemple :f(z) = 816 A= donc z” — 8z + 16 a une racine double :
r—;—j: .............. . On factorise : f(z) =
Done, f@) = oo
= A —
Par identification : on résous le systéme :
A—-4B = B =
Il s’en suit que /f(a:) Ao =
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Calcul intégral.

X. Calcul différentiel et application au calcul intégral.

1. Les dérivées de la fonction tangente.

| tan’(Z) = ...

2. Différentielles.

ﬁEquation de la tangente a la courbe représentative de la fonction f en x = a :

| y = f'(a)(z —a) + f(a)
Exemple :Considérons la fonction f : 2 — 2 — 4z + 4.
Onaf(z)= ........... et I’équation réduite de sa tangente en x = 3 est :
3) =
f/( ) donc y =
@)=

Qu’est-ce qu’une tangente ? Dire qu'une fonction f est dérivable en z = 3 revient & dire que, localement,
autour du point A d’abscisse 3, la courbe C 5 est « plate » comme le montre la figure suivante :
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Calcul intégral.

Autrement dit, localement, on dit « au voisinage » du point A, la courbe C 7 beut étre assimilée a la droite de

pente f'(3) qu'on appelle sa tangente.

df dy
Ainsi, f/(3) = - = = = .....
1G3) dz dz
e dy=....... signifie qu’au voisinage du point A une variation « infinitésimale » de z, notée dx, entraine

une variation « infinitésimale » des y notée dy des points de la courbe C 7 qui est égale a 2dx.

o dxr = ....... signifie qu’au voisinage du point A une variation « infinitésimale » des ordonnées, dy,

entraine une variation « infinitésimale » §dy des abscisses des points de la courbe C £

dz, dy et df sont appelées des ..............

3. Tangente par la voie différentielle.

Considérons le cercle C d’équation (z + 1)% + (y — 2)? = 25.
Le point A(3,...) € C.

Déterminons la pente de la tangente a C passant par A :
e Par la voie classique :

(y—2)° = 25— (z+1)°
y—2=—y25—(z+1)2 ou y—2=+/25—(z+1)?
y=—v25—(z+1)242 ou y=+/25—(x+1)2+2

Le point A est sur la courbe y = /25 — (z 4+ 1)2 + 2 car y, > 2.

On pose f(z) =+/25— (z+1)2+2,0ona: f(z) =

Donc, la pente est f'(3) =

e Par la voie différentielle : On différentie (z +1)* + (y — 2)? = 25

2x1x(z+1)de+2x1x(y—2)dy = 0

(y—2)dy = —(r+1)dx
dy — —(z+1)
de y—2

Eonna:%:7_(34_1):—é
dz 5—2 3

4. Dérivées de arctan, arccos, et arcsin.

e Soit u(x) = tan(z) autrement dit, z(u) = ...........

du ,
— = SR it du= ...........o.....
o =Y () soit du
d d 1
Donc, ?1;2 = dx et donc 2'(u) = d—z = e autrement dit : | arctan’(z) = 722
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Calcul intégral.

e Soit u(x) = sin(z) autrement dit, (W) = ... .

~
—~
~

% u (x
dx
J du= ................... donc & = .....

i

e Soit u(x) = cos(xz) autrement dit, (W) = ... ...

dx

-1
V1—22

dx

= — = ... autrement dit : | arccos’(z) =
Tu (z)

o o
S ‘:
Il I
:\
&
1
o
1S}
=
o
a
IS
Il

5. Intégration par changement de variable.

Le changement de variable est une technique d’intégration trés efficace. Nous allons l'illustrer a travers diffé-
rents exemples. Par exemple pour rechercher la primitive de la fonction composée f(g(z)) on pose souvent le

changement de variable u = g(x).

U du
Rappelons que le rapport e représente la dérivée de la fonction u par rapport a la variable z : — = u/(x)
x

dx
1—
v dzx.
NI

Pour faire « disparaitre » la racine carrée de U'intégrale, effectuons le changement de variable suivant : u = /x
Avec ce changement de variable on a :

4
Exemple :Calculons /
1

d
e Changement de différentielle : d—u = (L) =
x

. . Siz=1lalorsu=.........
e Changement de bornes d’intégration :

Siz=4alorsu=.........

w

Exemple :Calculons _—
xemp en /e x1n3(z)

Pour faire « disparaitre » le logarithme, effectuons le changement de variable suivant : u = In(x)
Avec ce changement de variable on a :

d
e Changement de différentielle : Fre U () =
x

. . Siz=ecalorsu=.........
e Changement de bornes d’intégration :

Siz=cealors .........
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Calcul intégral.

3

/e dz
i 7901113(;@_ .......................................................................................

dx
sin(x)
Effectuons le changement de variable suivant : u = cos(x).
Avec ce changement de variable on a :

Exemple :Recherchons une primitive de /

e Changement de différentielle : % e
x

e Changement de bornes d’intégration : .......................

o

On est amené & rechercher la primitive de la fraction rationnelle

u? — 1 a deux racines ... et ... , donc il existe deux réels A et B tels que :

1 —
-3 R R R TP R LR RESPTERRRRPRERROLY
A n B
T ML T Tttt
Par identification, on obtient Soit
A-B=... B =
1
Ainsi _
b2 u—1+u+1
/ du
BT L L T R P T L PR E P PTEEPREE PRI RPRE PP EER PR R PRRRTES
Remarque : In(a) —In(b) = ........... donc :
/ dez du
() T I T e

XI. Intégrales et mesures.

1. Calcul de l’aire située entre deux courbes.

On consideére les deux fonctions f et g définie par f(z) = 22 et g(x) = /z.

14+ g L’aire située entre les deux courbes Cf et Cg pour 0 <z < 1lest:
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Calcul intégral.

‘aPropriété
Soient f et g deux fonctions telles que f(x) > g(z) sur U'intervalle [a; b].
L’aire du domaine délimité par les courbes C et C g €t les droites d’équation x = a et x = b est

b
/ [£(@) - 9(&)] dz

2. Calcul de la longueur d’une courbe.

On a vu que que si une fonction f est dérivable, alors la courbe C ¥
est, au voisinage de chacun des points, assimilable a un segment

de longueur :

Vda? +dy? = B

dx
&@Pmpriété

Etant donnée une fonction f sur dérivable sur un intervalle
[a; b]. La longueur de la courbe C; située entre droites d’équa-

b
tion z = a et xzbest/ 1+ [f’(x)]zdx

3. Volume d’un solide.

Notons S(z) est la section de la surface avec
le plan de cote z, et A(z) son aire.

Le volume du solide compris entre les plans
d’équation z =a et z = b est

Exemples :

e Le volume d’une sphére de rayon R :
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Calcul intégral.

Le volume de la sphére est donc :

/ Z A ) AE = oo

4. Volume d’un solide de révolution.

On obtient un solide de révolution en faisant tourner une courbe autour d’'un axe.

Exemples :

2
e Considérons la fonction f : x +— =T + 1 définie sur [0; 5], et faisons-la tourner autour de l'axe des

abscisses.
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Calcul intégral.

A
3t 9 X
%’.ﬁ

=

Le volume est donc

e Considérons la fonction f : x — /2 définie sur [0; 4], et faisons-la tourner autour de I’axe des abscisses.
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Calcul intégral.

On obtient un solide de révolution appelé .......................

Son volume : S(z) est un disque de rayon r = ..... . Donc, son aire est A(z) = ....................

Le volume est donc
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