I1l. Utilisation des intégrales doubles en physique.

1. Centre d’inertie

Pour une distribution discréte de n points matériels Ay, Ao, ..., A, de masses respectives
mi,ma,..., My, on appelle centre d’inertie d'un objet, ou centre de masse |'unique point G
défini par :
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Cet égalité est indépendante du choix du point A. Elle exprime comment on va d’un point A au
point G.
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I1l. Utilisation des intégrales doubles en physique.

Exercice n° 8 : Détermine le centre d'inertie G de cette plaque mince et homogéne :

3 +
1 5.
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I1l. Utilisation des intégrales doubles en physique.

Exercice n°9 : Détermine le centre d'inertie G de cet demi-disque mince et homogéne :

A
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I1l. Utilisation des intégrales doubles en physique.

Exercice n° 10 : Détermine le centre d'inertie G de cette plaque mince et homogeéne :
y==

. Corrigé : m =
x

y=-—=
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I1l. Utilisation des intégrales doubles en physique.

Exercice n° 11 : Détermine les coordonnées (z¢, yc) du centre d'inertie de la plaque mince et homoy
(p =1 constant) suivante :

y Corrigé : On note D; le demi-disque de rayon 2R et Dy celui de
A rayon R.
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I1l. Utilisation des intégrales doubles en physique.
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I1l. Utilisation des intégrales doubles en physique.
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I1l. Utilisation des intégrales doubles en physique.

1
Calculons yg = i //y dz dy.
D

Par symétrie, par rapport a I'axe des abscisses, il est clair que //y dzdy = 0, et donc

1
yczﬁ//ydxdy.
D2
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I1l. Utilisation des intégrales doubles en physique.

2. Moment d’inertie

Le moment d’inertie concerne uniquement les objets en rotation. Il est I'équivalent de la masse
pour un objet en translation. C'est a dire qu'il représente (en quelque sorte) I'énergie nécessaire a
la mise en rotation ou au freinage d'un objet autour d'un axe. Plus le moment d'inertie sera élevé,
plus il sera difficile de freiner ou d’entrainer I'objet en rotation a une vitesse donnée.
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I1l. Utilisation des intégrales doubles en physique.

Si on a une distribution continue de masse répartie dans une domaine D du plan avec une densité
de masse p(M) = p(z,y) pour tout point M € D, on définit son moment d’inertie par rapport
a:
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I1l. Utilisation des intégrales doubles en physique.

Remarque :

o Si A est I'axe des abscisses alors d2(M,A) =y? etona: Ipn =1, = //p(M) y? dzdy
D
o Si A est I'axe des ordonnées alors d?(M,A) =z? etona: Ip = I, = //p(M) z2 dz dy
D

o Ip+1y= //p(M) (:1:2 +9?) dedy = Io oir O est 'origine du repére.
D
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D

Théoréme

Si Aj et Ag sont deux axes qui se coupent perpendiculairement en un point €, alors

Ig =Ia, +1a,
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I1l. Utilisation des intégrales doubles en physique.

Exercice n°12 : Calcule du moment d'inertie d’une plaque rectangulaire mince et homogeéne (p
constant) par rapport a ses axes de symétrie, puis son centre de symétrie.

Yy
A
M d(M, Ag) = |z| v
4
2
el
h (A1) o x
77777777 | |
| (A2) |
: b k
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I1l. Utilisation des intégrales doubles en physique.

Corrigé :

In, =1I, =
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I1l. Utilisation des intégrales doubles en physique.

Corrigé :

In, =1 = //p(M)dz(M,AO dzdy = //py2 dzdy =
D D
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I1l. Utilisation des intégrales doubles en physique.
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I1l. Utilisation des intégrales doubles en physique.

Corrigé :

I
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1d:p> dy:p/i
-4
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I1l. Utilisation des intégrales doubles en physique.

Exercice n°13 : Calcul du moment d'inertie de ce disque mince y
et homogéne (p constant) par rapport 3 Aj, Ag, et son centre A
de symétrie.
Corrige : In, = I, = //p(M) d2(M, A) de dy 5
D A >z
(A1) o
(Az2)
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de symétrie.
Corrige : In, = I, = //p(M) d2(M, A) de dy 5
(A1) -

D
In, = //py2 dz dy.
D

On passe en coordonnées polaires :

R 27 R r2m
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R

- p/o 3 (/0% sin2(0) d0> dr

27
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0
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I1l. Utilisation des intégrales doubles en physique.

Théoréme : de Huyghens-Steiner

Soit G le centre d’inertie d’un systéme matériel, et A un axe passant par G.
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Théoréme : de Huyghens-Steiner

Soit G le centre d’inertie d’un systéme matériel, et A un axe passant par G.

o Le moment d'inertie Ia par rapport a un axe A paralléle 3 Ag est :
In =1Iag + Md? ou d est la distance entre les deux axes.

o Si Q est un point, le moment d’inertie I, par rapport a 2 est égale a
Io =Ig + Md? ou d = QG.
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IV. Moment d'inertie dans |'espace : intégrales triples.
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