
Structure topologique de RRRn
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IV. Espace a�ne Rn.

Soit A = t(a1, . . . , an) un point de Rn l'espace a�ne de dimension n ⩾ 1.

La boule ouverte de centre A et de rayon r > 0, notée Br(A), est l'ensemble suivant :

Br(A) = {M ∈ Rn tel que ∥M −A∥ < r} .

La boule fermée de centre A et de rayon r > 0, notée Br(A)1, est l'ensemble
suivant :

Br(A) = {M ∈ Rn tel que ∥M −A∥ ⩽ r} .

La sphère de centre A et de rayon r > 0, notée Sr(A), est l'ensemble suivant :

Br(A) = {M ∈ Rn tel que ∥M −A∥ = r} .

Dé�nition:
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IV. Espace a�ne Rn.

Exemple : a En dimension 2 : Considérons la boule ouverte B2(A) où A(−3, 2).

−5 −4 −3 −2 −1

1

2

3

4

A

C

D

Le cercle en tirets est la sphère S2(A)
(sphère de dimension 1).

La boule est ouverte donc son "bord"
est dessiné avec des tirets pour signi�er
qu'il n'appartient pas à la boule.

Si la boule avait été fermée, le cercle
serait tracé en trait plain.

C ? S2(A)
C ? B2(A)

C ? B2(A)

D ? S2(A)
D ? B2(A)

D ? B2(A)

M

(
x

y

)
∈ B2(A) ⇐⇒

∥∥∥∥∥
(
x

y

)
−
(
−3

2

)∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
(
x+ 3

y − 2

)∥∥∥∥∥ < 2

⇐⇒
√

(x + 3)2 + (y − 2)2 < 2

⇐⇒ (x + 3)2 + (y − 2)2 < 4
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IV. Espace a�ne Rn.

b En dimension 3 : Considérons la sphère suivante :

Le centre de cette sphère de dimension 2 est le point A

∣∣∣∣∣∣∣
1

−1

1

. Son rayon est 1
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IV. Espace a�ne Rn.

c En dimension 1 : L'espace est réduit à une droite !

� x ∈ B2(3) ⇐⇒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

M

0 1 2 3 4 5 6

� x ∈ B3(1) ⇐⇒ . . . . . . . . . . . . . . .

−3 −2 −1 0 2 3 41

� x ∈ B2(−1) ⇐⇒ . . . . . . . . . . . . . . .

−4 −3 −2 0 1 2−1

�

2 3 4 5 6 7 8 9
x ∈ . . . . . .
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IV. Espace a�ne Rn.

1. Structure topologique.

Etant donnée une partie A de Rn, le complémentaire de A, note Ac, est l'ensemble de tous
les points de Rn qui ne sont pas dans A.

Dé�nition:

Exemple :

a En dimension 1 :

� Le complémentaire de l'ensemble
{
x ∈ R | x > 4

}
est . . . . . . . . . . . . . . . . . .

� Le complémentaire de l'ensemble
{
x ∈ R | x ⩾ 4

}
est . . . . . . . . . . . . . . . . . .

�

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
son complémentaire :

A

Ac

Ac

� Le complémentaire de l'intervalle
[
2 , 6

]
est la réunion d'intervalles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

� Le complémentaire de l'ensemble
{
x ∈ R | 3 < x ⩽ 8

}
est . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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IV. Espace a�ne Rn.

b En dimension 2 : On va construire l'ensemble
[
− 1 , 2

[
×
]
1 , 3

]
et son complémentaire :

−2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

(−1, 1) (2, 1)

(2, 3)(−1, 3)

−2 −1 0 1 2 3

1

2

3

4

(−1, 1) (2, 1)

(2, 3)(−1, 3)

Soient U une partie de Rn et a ∈ U . On dit que U est un voisinage de a si U contient
une boule ouverte centrée en a.

On dit que U est un ouvert de Rn si, pour tout point a ∈ U , U contient une boule
ouverte centrée en a.

On dit qu'une partie F de Rn est un fermé si son complémentaire est un ouvert de Rn.

Dé�nition:
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IV. Espace a�ne Rn.

Exemples :

a En dimension 1 : L'intervalle :

]a, b[ est un

ouvert ; [a, b] est un fermé ; et [a, b[ n'est pas un ouvert, ni fermé.

b En dimension 2 :

x

y

. . . . . . . . . . . . . . .

x

y

. . . . . . . . . . . . . . .
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IV. Espace a�ne Rn.

Exemples :

b En dimension 2 :

x

y

ouvert

x

y

fermé

x

y

la boule ouverte

Br(x0, y0)

est un ouvert.

fermé

r

(x0, y0)

x

y

la boule fermée

Br(x0, y0)

est un fermé.

ouvert

r

(x0, y0)
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IV. Espace a�ne Rn.

b En dimension 2 :

x

y

a b

c

d

]a, b[×]c, d[

. . . . . . . . . . . . . . ..

x

y

a b

c

d

[a, b]× [c, d]

. . . . . . . . . . . . . . ..

x

y

a b

c

d

]a, b[×[c, d]

. . . . . . . . . . . . . . ..

x

y

a b

c

d

(
[a, b]× [c, d]

)c
. . . . . . . . .

M. Drouot CNAM - Dérivées partielles. 10 / 11



IV. Espace a�ne Rn.

b En dimension 2 :

x

y

a b

c

d

]a, b[×]c, d[

. . . . . . . . . . . . . . ..

x

y

a b

c

d

[a, b]× [c, d]

. . . . . . . . . . . . . . ..

x

y

a b

c

d

]a, b[×[c, d]

. . . . . . . . . . . . . . ..

x

y

a b

c

d

(
[a, b]× [c, d]

)c
. . . . . . . . .

M. Drouot CNAM - Dérivées partielles. 10 / 11



IV. Espace a�ne Rn.

b En dimension 2 :

x

y

a b

c

d

]a, b[×]c, d[

est un ouvert.

x

y

a b

c

d

[a, b]× [c, d]

. . . . . . . . . . . . . . ..

x

y

a b

c

d

]a, b[×[c, d]

. . . . . . . . . . . . . . ..

x

y

a b

c

d

(
[a, b]× [c, d]

)c
. . . . . . . . .

M. Drouot CNAM - Dérivées partielles. 10 / 11



IV. Espace a�ne Rn.

b En dimension 2 :

x

y

a b

c

d

]a, b[×]c, d[

est un ouvert.

x

y

a b

c

d

[a, b]× [c, d]

. . . . . . . . . . . . . . ..

x

y

a b

c

d

]a, b[×[c, d]

. . . . . . . . . . . . . . ..

x

y

a b

c

d

(
[a, b]× [c, d]

)c
. . . . . . . . .

M. Drouot CNAM - Dérivées partielles. 10 / 11



IV. Espace a�ne Rn.

b En dimension 2 :

x

y

a b

c

d

]a, b[×]c, d[

est un ouvert.

x

y

a b

c

d

[a, b]× [c, d]

est un fermé.

x

y

a b

c

d

]a, b[×[c, d]

. . . . . . . . . . . . . . ..

x

y

a b

c

d

(
[a, b]× [c, d]

)c
. . . . . . . . .

M. Drouot CNAM - Dérivées partielles. 10 / 11



IV. Espace a�ne Rn.

b En dimension 2 :

x

y

a b

c

d

]a, b[×]c, d[

est un ouvert.

x

y

a b

c

d

[a, b]× [c, d]

est un fermé.

x

y

a b

c

d

]a, b[×[c, d]

. . . . . . . . . . . . . . ..

x

y

a b

c

d

(
[a, b]× [c, d]

)c
. . . . . . . . .

M. Drouot CNAM - Dérivées partielles. 10 / 11



IV. Espace a�ne Rn.

b En dimension 2 :

x

y

a b

c

d

]a, b[×]c, d[

est un ouvert.

x

y

a b

c

d

[a, b]× [c, d]

est un fermé.

x

y

a b

c

d

]a, b[×[c, d]

n'est pas un fermé,

ni un ouvert.

x

y

a b

c

d

(
[a, b]× [c, d]

)c
. . . . . . . . .

M. Drouot CNAM - Dérivées partielles. 10 / 11



IV. Espace a�ne Rn.

b En dimension 2 :

x

y

a b

c

d

]a, b[×]c, d[

est un ouvert.

x

y

a b

c

d

[a, b]× [c, d]

est un fermé.

x

y

a b

c

d

]a, b[×[c, d]

n'est pas un fermé,

ni un ouvert.

x

y

a b

c

d

(
[a, b]× [c, d]

)c
. . . . . . . . .

M. Drouot CNAM - Dérivées partielles. 10 / 11



IV. Espace a�ne Rn.

b En dimension 2 :

x

y

a b

c

d

]a, b[×]c, d[

est un ouvert.

x

y

a b

c

d

[a, b]× [c, d]

est un fermé.

x

y

a b

c

d

]a, b[×[c, d]

n'est pas un fermé,

ni un ouvert.

x

y

a b

c

d

(
[a, b]× [c, d]

)c
est un ouvert.

M. Drouot CNAM - Dérivées partielles. 10 / 11



IV. Espace a�ne Rn.

Une réunion quelconque d'ouverts est un ouvert.

Propriété:

a En dimension 1 :

� ]− 5, 4[∪]7,+∞[ est un ouvert

� ]−∞, 4[∪]7,+∞[ est un ouvert

� ]5, 8[∪]10, 20[ est un ouvert

� ]5, 8[∪[10, 20] n'est pas un ouvert, ni un fermé.

b En dimension 2 :

x

y

ouvert

La réunion de deux boules
ouvertes est un ouvert.

r

r
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� ]5, 8[∪]10, 20[ est un ouvert

� ]5, 8[∪[10, 20] n'est pas un ouvert, ni un fermé.
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