Exercice n°1 : Pour chacune des fonctions suivantes :

D f(@,y) = (¢ —1)* +2¢° (B)hlx,y) = 2%y — 4y (5)d(x,y) = a?y® + 42y + 32? —
49% — 16y — 12

(2 g(x,y) = 22° — 62y + 3y @i(x,y) = 23 = 32(1 +1?)

1. Détermine son gradient.

2. Détermine ses points critiques.

3. Détermine la nature de chacun de ses points critiques.
(D) f(x,y) = (x = 1)* +2¢%;

20 — 2 0 =1 1
\Y JY) = = <— .Ont 1 point criti : P .
()(z,y) ( 4y ) (0> {y _ 0 n trouve un seul point critique <0>

On calcule la matrice hessienne : V2(f)(z,y) = <(2) 2)

La forme quadratique associée est q(z,y) = 222 + 4y>.

e sa signature : (2,0) car il y a deux carrés, tous deux précédés d’un coefficient positif.

e son rang est 2 (le nombre total de carrés).

Le point P est un minimum.

g(a:,y) = 223 — 6y + 3y
622 — 6y 0 22 —y=0 y=22 [(2°—-2=0 [2(xz—-1)=0
V(f)@’y)_<—6317—&-6y>_<O> — {—x—i—y—O {y—ac {y—x {y—m

0 1
On trouve deux points critiques P<O> et Q<1>

On calcule la matrice hessienne : V2(g)(z,y) = <1—26$ _66>

—6 6
La forme quadratique associée est q(z,y) = —12zy + 63>

e Etude du point P : V2(g)(0,0) = < 0 _6>.

Sa décomposition de Gauss : q(z,y) = 6(y> — 2zy) = 6[(y — )% — 2?] = 6(y — )% — 622
— sa signature : (1,1) car il y a un carré positif et un carré négatif.
— son rang est 2 (le nombre total de carrés).

P est un point selle.

e Etude du point Q : V*(g)(1,1) = (i% _66>'

La forme quadratique associée est q(z,y) = 1202 — 122y + 632

Sa décomposition de Gauss :

+ 6y2

1\? 1
q(x,y) =12 (¢? — zy) + 6y* = 12 [(x_ 2y> -

12 1\?
_12<x—2y> —3y2+6y2_12<x—2y> —|—3y2
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— sa signature : (2,0) car il y a deux carrés, tous deux précédés d'un coefficient positif.
— son rang est 2 (le nombre total de carrés).

Le point ) est un minimum.
(B)h(x,y) = 2%y — 4y.
[ 2zy \ (O r=0o0uy=0 y=20
V(Hz,y) = <x2—4) - (0) — {:1::—2 ouzxr =1 {x:—2 ouzr =1
. . -2 2
On trouve deux points critiques P 0 et 0

On calcule la matrice hessienne : VQ(h)(!E, y) = <§z 2;)

e Etude du point P : V2(h)(—2,0) = (_04 _04>

La forme quadratique associée est ¢(x,y) = —8zxy.

1
Sa décomposition de Gauss : ¢(z,y) = —8 X 1 [(z + y)? — (z — y)Q] =2z +1y)*+2x—y)?

— sa signature : (1,1) car il y a un carré positif et un carré négatif.
— son rang est 2 (la forme est non dégénérée).

P est un point selle.

4 0
La forme quadratique associée est q(xy) = 8xy.

e Etude du point Q : V2(h)(2,0) = (0 4).

Sa décomposition de Gauss : q(z,y) = 2(z +y)? — 2(z — y)?
— sa signature : (1,1) car il y a un carré positif et un carré négatif.
— son rang est 2 (la forme est non dégénérée).

Q) est un point selle.
z'(x, y) = 23 — 3z(1 + y?).
2 _ 302+ 1 2 _,2
Ve = (7 N - (0) = TS0

—6zy r=0ouy=0

e Siz=0alors y?> + 1 =0 ce qui est impossible.

e Siy=0alorsaz?=1soitz=—-louzx=1
. . -1 1
On trouve deux points critiques P 0 et Q 0

. . . 6x —6y x =y
.2 _ _
On calcule la matrice hessienne : V*(i)(z,y) = ( 6y —6:13> =6 <—y m)

0 1
La forme quadratique associée est ¢(zy) = —622 + 6y°.

e Etude du point P : V2(i)(—1,0) = 6 (_1 0).

— sa signature : (1,1) car il y a un carré positif et un carré négatif.
— son rang est 2 (la forme est non dégénérée).

P est un point selle.
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e Etude du point Q : V3(4)(1,0) = (g —06>

La forme quadratique associée est ¢(xy) = 622 — 6y°.

1
Le point Q <()> n’est pas un extremum local, ¢’est un point-selle.

j(ﬂ?) = 22y + 42y + 322 — 4y — 16y — 12

dj 0
a—j(x, y) = 2xy? + 8y + 62 et a—f(m, y) = 2%y + 422 — Sy — 16.
T Yy

8—](x,y):0<:>2m(y2+4y+3):0<:>ac:Oouy2+4y+3:0
x
< rx=0ouy=—-louy=-3
. dj :
e Sizx=0:_->(0,y) = -8y — 16 =0 soit y = —2
Ay
oSiy:—lza—](x,fl):2x278:O<:>x2720ux:2
Y
. dj 2
oSly=—3:a—(x,—3):—2:1: +8=0 <= r=-2o0uz=2
Y
0 —2 2 —2 2
On obtient 5 points critiques : A | -2 | B| -1| C | -1| D | -3 | E| -3
4 0 0 0 0

2
La hessienne de j est V2(5)(z,y) = (29 +8y+6 4dry+ 833)

4oy + 8x 212 — 8

Etude en A : V2(5)(0,-2) = <_02 _08>

La forme quadratique associée est ga(x,y) = —2x? — 8y?

Sa signature est (0,2), donc A est un maximum local.

e Btude en B : V?(f)(—2,—1) = <—08 _08>

1
Sa forme quadratique est ¢g(z,y) = —16zy = —16 X 1 [(z+y)? = (z—y)? = -4z +y)* +4(z —y)?

Sa signature est (1,1), donc B est se un point selle.

e Etude en C : V2(f)(2, —1) = <g g)
Sa forme quadratique est go(z,y) = 162y = 4(z +y)? — 4(x — y)?

Sa signature est (1,1), donc C est se un point selle.

o Etude en D : V*(f)(=2,-3) = <g S)

Sa signature est (1,1), donc D est se un point selle.
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e Btudeen E : V3(f)(2,-3) = <_O8 _08)

Sa signature est (1,1), donc E est se un point selle.

Exercice n° 2 : Etudie la fonction définie sur R? par f(z,y,2) = y* + 22 — 2y? + 22 + 42 + 5.

1. Détermine le gradient de f.

2¢ + 4
Vi 2) = | 47 — 4y
2z

2. Déduis-en les points critiques de f.

20 +4=0 T =2 T =2
_)
?f(x,y,z):O = 4P —dy=0 = qyr*-1)=0 <= (y=0ouy=—-louy=1
22=0 z=0 z=0
f(=2,0,0) =1, f(—-2,—-1,0) =0, et f(—2,1,0) =0
—2 -2 —2
. : o -1 1
f a trois points critiques : A , B E et C 0
1 0 0
2 0 0
La Hessienne de f est V2(j)(z,y,2) = [0 12> -4 0
0 0 2

3. Détermine la nature des points critiques de f.

2 0 0
e Etude du point A : V2(5)(=2,0,0)= [0 —4 0] = mat(d’f(-2,0))
0 0 2
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Sa forme quadratique est ga(x,vy,2) = 222 — 4y? + 222. Sa signature est (2, 1).
Le point A est un point selle.

Remarque : ga(a,b,c) = d%2f(—2,0) <<(li> : <Z>> = 2a% — 4b% 4 2¢°.
0
0
2

2
e Etude du point B : V2(5)(-2,—1,0) = | 0
0
2

Sa forme quadratique est qp(x,y,z) = 2z y? + 222, Sa signature est (3,0).

Le point B est un minimum.

e Etude du point C : V2(j)(—2,1,0) =

O O N
S oo O
N OO

On vient de voir que sa signature est (3,0). Le point C' est un minimum.

Exercice n°3 : On considére f(z,y,2) = 2* + 22 + 2y% — 722 — 22y — 2yz + 2z — 2y définie sur R2.
1. Calcul V2(f).

20 -2y + 2 9 _9 0
V(f)=|—20+4y—2:—2| dou V3(f) = | -2 4 9
423 — 2y — 14z 0 —2 122214

2. Détermine la nature du point critique A(1,2,2,—17).

2 -2 0
V2(f)=|-2 4 —2].Laforme quadratique d?f(1,2,2) est :
0 —2 34

Q(a,b,c) = 2a® — 4ab + 4b* — 4bc + 34¢* = 2(a® — 2ab + 2b%) — 4bc + 34c?

=2[(a —b)? = b? + 2b%] — dbc + 34c? = 2(a — b)? + 2b% — 4bc + 34c°
R(ab,c)

R(a,b,c) =2(b? — 2bc + 17¢?) = 2[(b — ¢)? — ¢ + 17c¢*] = 2(b — ¢)? + 32¢?
Q(a,b,c) = 2(a — b)? + 2(b — ¢)? + 32¢%. Sa signature est (3,0), le point A est un minimum.

Exercice n°4 : Détermine I'aire maximal d’un rectangle de périmétre 20.
On cherche le maximum de f(x,y) = xy avec la contrainte 2z + 2y = 20 soit p(z,y) = 2z + 2y — 20 = 0.
On a le lagrangien : L(x,y, ) = zy — A(2z + 2y — 20)

oL

1. Résolution du systéme : %:x—/\:o = Xx=A

9 = (20 +2y—20)=0 = z+y=10

On z = y = A donc la contrainte donne 2x = 10 soit = y = 5.
2. Calcul des dérivées secondes : L(z,y,\) = f(z,y) — Ap(z) = zy — A\(2x + 2y — 20)

oL oL 0L .o

° 82x Y ° oy x .33/(91‘ 1 gx
0L 2 2 4
.72:0 087[2120 ° 8L:l .87:2
Oz Jdy 0x0y Y
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op

0 2

3. La Hessienne bordée est donc : H = | 92 2L
Oz Oz

op 9L

dy Oyox

op

dy
0%L
oxdy
9L
0y?

det H = 8 donc le carré de coté 5 réalise le maximum.

0 2 2
2 01
210

Exercice n°5 : Trouve les extrema de f(z,y) = 2% + 32 sous la contrainte z + 2y = 5.
On a le lagrangien L£(z,y,\) = (22 +3?) — Mz + 2y — 5)

oL
ox
1. Résolution du systéme :

=2r—A=0 = x=

A
2

%:23/—2)\:0 — y=2A

98 = —(z+2y—5)=0 = z+2y=5

On remplace x et y par leurs expressions en fonction de A dans I’équation de la contrainte :

(3)+20)) =5

A 4N _
2+8 =5

En remplacant A = 2 dans les expressions de x et y : x =1 et y = 2.

2. Calcul des dérivées secondes

oL oL
— =2r—-A — =2y — 2\
* or * * oy 4
2 2T
° élgi:: 2 [ ] éz—f ::2
0z dy?
0,
0 &
3. La Hessienne bordée est donc : H = g—g 2L
z oz
99 0°L
oy  Oyox

9L
Oy?

Lz, y, A) = f(x,y) — Ag(x) = (2* +y°) — Mz + 2y — 5)

g(z,y)

2

L _, o 99 _4
oyox ox

2
0xdy y
01 2

1 2 0

2 0 2

Calculons le déterminant de H en développant suivant la premiére ligne :

P 0‘_1.'

10
2 2

-

—10

1 2
20

Le point (1,2) est un minimum local pour la fonction f sous la contrainte g = 0.

Exercice n° 6 : Trouve les extrema de f(z,y) = 2 — y sous la contrainte 22 + y? = 2.

On a le lagrangien L(x,y,\) =z — y — A(2? + % — 2)

oL

ox
oL _
dy
oL _
oN

1. Résolution du systéme :

1

D’aprés (1), A # 0, on peut donc écrire . = — et y = —

2\

=1-2xr=0 = x=
—1-2y=0 = y=

2

1
23
-1
2X

—(2?4+9y?-2)=0 = 2> +y* =2

On injecte ces expressions dans la contrainte :
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1\? 1)2
() (o) =2
1 1 2 1

—_—9
4X2 - 4)2 4\2 2)2

1 1
4N =1 — AQ:Z = )\:ii

1 1
° Si)\—zalorsm—l,y——l,etA< 1>

1 -1
° Si)\:—2alorsx:—l,yzl,etB(1>

2. Calcul des dérivées secondes : L(x,y,\) = f(z,y) — \g(x) =2 —y — \a? +y* — 2)

oL L 2L dg

—=1-2\ — =—-1-2\ = — =2
* ox o * oy Y ¢ Oyox 0 * ox o
2 0’L 0*L 9,
.8711:—2)\ .72:*2)\ ° :O .—g:2y
Ox? dy 0xdy Oy
0 o)
0 52 8—2 0 2z 2y
3. La Hessienne bordeée est donc : H = % 3275 gj{% =12x -2\ O
& PL 24 2y 0 -2\

dy Oydx Oy

Calculons le déterminant de H en développant suivant la premiére colonne :

7 2x 2y 2x 2y o 2 2 2 2
[H| = =2z _2/\‘—1-23/‘_2)\ 0‘_8/\16 +8\y” = 8A(z” +y7)
4. Etude des points critiques :
. 1 1 — 1,5, 9 i
e Pour le point A 1 ona)\:g, H‘:Sx 5(1 +(-1) ) = 8. A est un maximum.

-1 1
e Pour le point B( . ) ona \ = —5

H|=8x <—;> ((—1)* 4+ 1?) = —8. B est un minimum.
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