Différentielles
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Si toute courbe suffisamment lisse pour étre dérivable ressemble localement a une droite, alors on
va voir que toute surface assez lisse ressemble localement 3 un plan.
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Si toute courbe suffisamment lisse pour étre dérivable ressemble localement a une droite, alors on
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f: 10,42 — R
(z,y) > sin(z) cos(y)
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muni d'un repére (O,?,?, k'), on va étudier la fonction
f: 10,42 — R
(z,y) > sin(z) cos(y)

On rappelle que (z,y) € [0, 4]? signifie € [0,4] et y € [0, 4].
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

On pose a = (2, 1) un point du plan (O,_i),?).

f(a) = sin(2) cos(1) ~ 0,5 4 0,1 prés.
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

On pose a = (2, 1) un point du plan (O,_i),?).
f(a) = sin(2) cos(1) ~ 0,5 4 0,1 prés.
Le point A a pour coordonnées :

2
1] a0,1 pres,
?
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On pose a = (2, 1) un point du plan (O,_i),?).
f(a) = sin(2) cos(1) ~ 0,5 4 0,1 prés.
Le point A a pour coordonnées :
2

1] a0,1 pres,
?

car f(2,1) = sin(2) X cos(1) ~
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Etude de la courbe bleue :

g: [0,4] — R
Yy
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Etude de la courbe bleue :

g: [0,4] — R
y +— f(2,y) = sin(2) cos(y)
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Etude de la courbe bleue :

g: [0,4] — R
y +— f(2,y) = sin(2) cos(y)

g’ (y) = sin(2) x [ —sin(y)] = —sin(2) sin(y)
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5,20 =D/
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Etude de la courbe bleue :

Djvf(a) est la dérivée directionnelle de f en a = (2,1) suivant le vecteur j, on |'appelle la

. . o
dérivée partielle de f par rapport a z, et on la note 8—'f(2, 1).
Yy

anl—D‘Zl
5,20 =D/
3

g’ (y) = sin(2) x [ —sin(y)] = —sin(2) sin(y)

— b f(a+h7)—f(a)

h—0 h - D';f(a)
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Etude de la courbe verte :

h: 0,4 — R
z —
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h: [0,4 — R
x +— f(x,1) =sin(x) cos(1)
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Etude de la courbe verte :

h: 0,4 — R
x +— f(x,1) =sin(x) cos(1)
z
1
A
0.5
‘ ‘ : } — T
o T 1 2 3 \4
C/z,
€T
W (z) =
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Etude de la courbe verte :

h: 0,4 — R
x +— f(x,1) =sin(x) cos(1)
z
1
A
0.5
‘ ‘ : } — T
o T 1 2 3 \4

R (z) = cos(x) x cos(1)
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Les deux tangentes se coupant en A forment un
plan P.
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Les deux tangentes se coupant en A forment un
plan P.

Dénvee directionnelle

Soient W et a un vecteur et un point appartenant au plan (O,
définie sur un voisinage de a a valeurs dans R.

fla+hT) — f(a)

Si la limite Airrb — >~ existe et est finie, alors on dit que la fonction f est
ry

i, j). Soit f une fonction

h
dérivable dans la direction 7, et sa limite est appelée la dérivée directionnelle de f en a
suivant le vecteur 7/, et notée Dy f(a).
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|. Différentielle d’une fonction f : R? — R.

fAttention !

N

k74 & R3, le vecteur U n'est pas un vecteur de l'espace. Le vecteur ke appartient au plan
B 9 - =
vectoriel (i, 7), W €R%>car f:DC (0,7,5) — R.
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Il. Différentielle d'une fonction f :

fAttention !

N

k74 & R3, le vecteur U n'est pas un vecteur de l'espace. Le vecteur ke appartient au plan
B 9 - =
vectoriel (i, 7), W €R%>car f:DC (0,7,5) — R.

N

Y ! d
Interprétation : la dérivée directionnelle D f(a) est la ? vitesse ? instantanée sur |'axe

Oz au point A d'un point parcourant la surface Sy avec une vitesse o dans le plan Ozy.
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N N

Interprétation : la dérivée directionnelle D f(a) est la @ vitesse @ instantanée sur |'axe
Oz au point A d'un point parcourant la surface Sy avec une vitesse U dans le plan Ozy.

Remarque

=]

Dans un repére (O,
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Définition:

a1 N - = 5 q AfE0 ..
Dans I'espace muni d'un repére (O7 i,7,k ) une fonction f définie sur un voisinage de
== = v q . .
a€ (0, i, j) est differentiable en a si, et seulement si,
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a€ (0, i, j) est differentiable en a si, et seulement si, il existe une application linéaire,
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notée df (a) telle que pour tout e ( i, ) on a:
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

' Définition:
%@ - = -

Dans I'espace muni d'un repére (O7 i,7,k ) une fonction f définie sur un voisinage de
a€ (0, i, j) est differentiable en a si, et seulement si, il existe une application linéaire,
a - =
notée df (a) telle que pour tout e ( i, ) on a:
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En posant a = (z,y) et U = (a, B) I'égalité précédente s'écrit :
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' Définition:
%@ - = -

Dans I'espace muni d'un repére (O7 i,7,k ) une fonction f définie sur un voisinage de

a€ (0, i, j) est differentiable en a si, et seulement si, il existe une application linéaire,
a - =

notée df (a) telle que pour tout e ( i, ) on a:

fla+) = f(a) + df(a).® + o (|2Z]).
En posant a = (z,y) et U = (a, B) I'égalité précédente s'écrit :

fl@+a,y+pB) = f(z,y) + df (z,y).(o, B) + o(Va? + 82).
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- frarenti - =
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r Définition:
%@ - = -

Dans I'espace muni d'un repére (O7 i,7,k ) une fonction f définie sur un voisinage de
a€ (0, i, j) est differentiable en a si, et seulement si, il existe une application linéaire,
a - =
notée df (a) telle que pour tout e ( i, ) on a:
fla+) = f(a) + df(a).® + o (|2Z]).

En posant a = (z,y) et U = (a, B) I'égalité précédente s'écrit :

fl@+a,y+pB) = f(z,y) + df (z,y).(o, B) + o(Va? + 82).

\ J

- frarenti - =
Si f est différentiable en a, alors, pour tout vecteur @ € (i, 4), le vecteur tangent

— . PP :
o+ D—; f(a) k est dans le plan tangent PP. Mais, cette propriété n'est pas suffisante pour
prouver que la fonction f est différentiable en a.
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

df (a) est une application linéaire de R? dans IR sa matrice est de la forme M = (a  53). On sait
que :
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

df (a) est une application linéaire de R? dans IR sa matrice est de la forme M = (a  53). On sait
que :

- _0f — 1 af
° df(a).7 = g—z donc M. 7 = (e B) (?) — B donc B = %ﬁ Oz Oy

Définition:

La matrice de I'application linéaire df(a) est notée Jy(a) et est appelé la matrice jaco-

bienne de [ : o o
@= (e )

ox
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Définition:

La matrice de I'application linéaire df(a) est notée Jy(a) et est appelé la matrice jaco-
bienne de f :
of

0= (F@ Fw)
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Définition:

La matrice de I'application linéaire df(a) est notée Jy(a) et est appelé la matrice jaco-
bienne de f :

7] 7]
0= (F@ Fw)
2
Exemple n°1 : Reprenons f: R2 — R et a = ( >
()~ |
—  sin(z) cos(y)
Yy

b
o a%;(w,y):
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Définition:

La matrice de I'application linéaire df(a) est notée Jy(a) et est appelé la matrice jaco-
bienne de f :

7] 7]
0= (F@ Fw)
2
Exemple n°1 : Reprenons f: R2 — R et a = ( >
()~ |
—  sin(z) cos(y)
Yy

0 Y (z,y) = cos(x) cos(y) et Y (z,y) =
oz Oy
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Définition:

La matrice de I'application linéaire df(a) est notée Jy(a) et est appelé la matrice jaco-
bienne de f :

7] 7]
0= (F@ Fw)
2
Exemple n°1 : Reprenons f: R2 — R et a = ( >
()~ |
—  sin(z) cos(y)
Yy

(1] g(z,y) = cos(x) cos(y) et ?(ag,y) = —sin(x) sin(y)
T Y
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Définition:

La matrice de I'application linéaire df(a) est notée Jy(a) et est appelé la matrice jaco-

bienne de f :
0= (F@ Fw)

0y
2
Exemple n°1 : Reprenons f: R2 — R et a = ( >
() — |
—  sin(z) cos(y)
Yy
7] 7]
0 2 (0,4) = cos(@) cos(y) et 2L (z,4) = —sin(2) sin(y)
T Oy
le(2,1)=< )car:g@,l):
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

-

Définition:

La matrice de I'application linéaire df(a) est notée Jy(a) et est appelé la matrice jaco-

bienne de f :
0= (F@ Fw)

0y
2
Exemple n°1 : Reprenons f: R2 — R et a = ( >
()~ |
—  sin(z) cos(y)
Yy
0 2 (0,4) = cos(@) cos(y) et 2L (z,4) = —sin(2) sin(y)
T Oy
Q Js(2,1) = ( ) car : %(2, 1) = cos(2) cos(1)

of .
et 8—y(2,1) =
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

-

Définition:

La matrice de I'application linéaire df(a) est notée Jy(a) et est appelé la matrice jaco-

bienne de f :
0= (F@ Fw)

0y
2
Exemple n°1 : Reprenons f: R2 — R et a = ( >
()~ |
—  sin(z) cos(y)
Yy
0 2 (0,4) = cos(@) cos(y) et 2L (z,4) = —sin(2) sin(y)
T Oy
Q Js(2,1) = ( ) car : %(2, 1) = cos(2) cos(1)
et g(z 1) = — sin(2)sin(1)
9y
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

-

Définition:

La matrice de I'application linéaire df(a) est notée Js(a) et est appelé la matrice jaco-

bienne de f :
0= (F@ Fw)

0y
2
Exemple n°1 : Reprenons f: R2 — R et a = ( >
() — |
—  sin(z) cos(y)
Yy
o g(%y) = cos(z) cos(y) et ﬂ(ag,y) = —sin(x) sin(y)
T Oy
Q Js(2,1) = (cos(2) cos(1) ) car : %(2,1) = cos(2) cos(1)
et g(z 1) = — sin(2)sin(1)
9y
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

-

Définition:

La matrice de I'application linéaire df(a) est notée Js(a) et est appelé la matrice jaco-
bienne de f :

7] 7]
0= (F@ Fw)
2
Exemple n°1 : Reprenons f: R2 — R et a = ( >
()~ |
—  sin(z) cos(y)
Yy

(1] g(w,y) = cos(z) cos(y) et ?(x,y) = — sin(z) sin(y)
z Y
Q Js(2,1) = (cos(2) cos(1l) —sin(2) sin(l)) car : %(2, 1) = cos(2) cos(1)

of = —sin sin
e 5 (2,1) = — sin(2) sin(1)
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Exemple n°1 : Reprenons f: R2 — R et a = (i)
(m) —  sin(z) cos(y)
Yy
0 Xz, y) = cos(z) cos(y) et 2L (z,4) = — sin(x) sin(y)
oz Oy
Q Js(2,1) = (cos(2) cos(1l) —sin(2) sin(l)).
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

2
Exemple n°1 : Reprenons f: R2 — R et a = (1>
(m) —  sin(z) cos(y)
Yy

o g(z,y) = cos(x) cos(y) et ?(x,y) = —sin(x) sin(y)
T Y

Q Js(2,1) = (cos(2) cos(1l) —sin(2) sin(l)).

1 L. . .
© Etant donné un vecteur @ = < ) la dérivée direction de f en a suivant le vecteur o est :

D= f(a) =
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

2
Exemple n°1 : Reprenons f: R2 — R et a = (1>
(m) —  sin(z) cos(y)
Yy

o g(z,y) = cos(x) cos(y) et ?(x,y) = —sin(x) sin(y)
T Y

Q Js(2,1) = (cos(2) cos(1l) —sin(2) sin(l)).

1 L. . .
© Etant donné un vecteur @ = < ) la dérivée direction de f en a suivant le vecteur o est :

D= f(a) = df(a). W = (cos(2) cos(l) — sin(2) sin(l)) (_11>
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

2
Exemple n°1 : Reprenons f: R2 — R et a = ( >
(m) —  sin(z) cos(y)

Yy
o g(z,y) = cos(x) cos(y) et ?(x,y) = —sin(x) sin(y)
T Y

Q Js(2,1) = (cos(2) cos(1l) —sin(2) sin(l)).

1
© Etant donné un vecteur @ = <

), la dérivée direction de f en a suivant le vecteur U est :

D= f(a) = df(a). W = (cos(2) cos(l) — sin(2) sin(l)) (_11>

= cos(2) cos(1) + sin(2) sin(1)
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

2
Exemple n°1 : Reprenons f: R2 — R et a = (1>
(m) —  sin(z) cos(y)
Yy

o g(z,y) = cos(x) cos(y) et ?(x,y) = —sin(x) sin(y)
T Y
Q Js(2,1) = (cos(2) cos(1l) —sin(2) sin(l)).

1 L. . .
© Etant donné un vecteur @ = < ) la dérivée direction de f en a suivant le vecteur o est :

D= f(a) = df(a). W = (cos(2) cos(l) — sin(2) sin(l)) (_11>

= cos(2) cos(1) + sin(2) sin(1)

On reconnait la formule cos(z) cos(y) + sin(z) sin(y) = cos(z — y)
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

2
Exemple n°1 : Reprenons f: R2 — R et a = ( >
(m) —  sin(z) cos(y)

Yy
0 L (0,4) = cos(@) cos() et 2L (z,4) = —sin(2) sin(y)
x Y
Q Js(2,1) = (cos(2) cos(1l) —sin(2) sin(l)).

1 L. . .
© Etant donné un vecteur @ = < ) la dérivée direction de f en a suivant le vecteur o est :

D= f(a) = df(a). W = (cos(2) cos(l) — sin(2) sin(l)) (_11>

= cos(2) cos(1) + sin(2) sin(1)
On reconnait la formule cos(z) cos(y) + sin(z) sin(y) = cos(z — y)

Donc, D+ f(a) =
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

2
Exemple n°1 : Reprenons f: R2 — R et a = ( >
(m) —  sin(z) cos(y)

Yy
0 L (0,4) = cos(@) cos() et 2L (z,4) = —sin(2) sin(y)
x Y
Q Js(2,1) = (cos(2) cos(1l) —sin(2) sin(l)).

1 L. . .
© Etant donné un vecteur @ = < ) la dérivée direction de f en a suivant le vecteur o est :

D= f(a) = df(a). W = (cos(2) cos(l) — sin(2) sin(l)) (_11>

= cos(2) cos(1) + sin(2) sin(1)
On reconnait la formule cos(z) cos(y) + sin(z) sin(y) = cos(z — y)

Donc, D+ f(a) = cos(2 — 1) = cos(1) ~
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

2
Exemple n°1 : Reprenons f: R2 — R et a = ( >
(m) —  sin(z) cos(y)

Yy
0 L (0,4) = cos(@) cos() et 2L (z,4) = —sin(2) sin(y)
x Y
Q Js(2,1) = (cos(2) cos(1l) —sin(2) sin(l)).

1 L. . .
© Etant donné un vecteur @ = < ) la dérivée direction de f en a suivant le vecteur o est :

D= f(a) = df(a). W = (cos(2) cos(l) — sin(2) sin(l)) (_11>

= cos(2) cos(1) + sin(2) sin(1)
On reconnait la formule cos(z) cos(y) + sin(z) sin(y) = cos(z — y)

Donc, D+ f(a) = cos(2 — 1) = cos(1) ~ 0,54
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

—2
Exemple n°2 : Soient g: R2 — R eta= < >

" 3
z3y?
Y

(] ?(Ivy) =
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

0 Wiz y) =322y et Yo y) =
ox oy
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

v —  z3y?
Y

dg dg

0 —Z(z,y) = 3x%y? et —Z(x,y) = 223y
ox oy
Q Jy(-2,3)=(... ...)car:
9g
99(_2,3) =
o )
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

v —  z3y?
Y

dg dg

0 —Z(z,y) = 3x%y? et —Z(x,y) = 223y
ox oy

Q Jy(-2,3)=(... ...)car:
9g

a(—2,3) =3(—2)2x(3)2=3(4) x9=
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

v —  z3y?
Y

dg dg

0 —Z(z,y) = 3x%y? et —Z(x,y) = 223y
ox oy

Q Jg(—2,3)= (108 ...)car:
9g

a(—2,3) =3(—2)2x(3)2=3(4) x9=12x 9 =108
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

v —  z3y?
Y

dg dg

0 —Z(z,y) = 3x%y? et —Z(x,y) = 223y
ox oy

Q Jg(—2,3)= (108 ...)car:
9g

a(—2,3) =3(—2)2x(3)2=3(4) x9=12x 9 =108

9g
=2 (-2,3) =
ay( »3)
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

<w> L oy 3 >

Y
0 Y(a,y) = 3222 et Z(a,) = 203y
ox oy
Q Jg(—2,3)= (108 ...)car:
9g 2 2
87(—2,3) =3(—2)2 x (3)2=3(4) x 9 =12 x 9 = 108
€T

@(—2,3) =2(—2)3x3=2(—8) x3=
By
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

<w> L oy 3 >

Y

dg

ox

d
(z,y) = Bw?y? et afg(:my) = 2z%y
y

Q Jy(—2,3)= (108 —48) car:

9g

a(—2,3) =3(—2)2x(3)2=3(4) x9=12x 9 =108

%(—2,3) =2(—2)3x3=2(—8)x3= —16-3 = —48
Y
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

v —  z3y?
Y

d d
0 Z(a,y) = 322y2 et 2 (a,y) = 223y
ox oy

Q Jy(—2,3)= (108 —48) car:

9g

a(—2,3) =3(—2)2x(3)2=3(4) x9=12x 9 =108

%(—2,3) =2(—2)3x3=2(—8)x3= —16-3 = —48
Y

(0% -, . . .
© Etant donné un vecteur ¥ = <B) la dérivée direction de g en a suivant le vecteur o est :

Dz gla) =
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

v —  z3y?
Y

d d
0 Z(a,y) = 322y2 et 2 (a,y) = 223y
ox oy

Q Jy(—2,3)= (108 —48) car:

9g

a(—2,3) =3(—2)2x(3)2=3(4) x9=12x 9 =108

%(—2,3) =2(—2)3x3=2(—8)x3= —16-3 = —48
Y

(0% -, . . .
© Etant donné un vecteur ¥ = <B) la dérivée direction de g en a suivant le vecteur o est :

Dyg(a) = dg(a). ¥ =
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

v —  z3y?
Y

d d
0 Z(a,y) = 322y2 et 2 (a,y) = 223y
ox oy

Q Jy(—2,3)= (108 —48) car:

9g

a(—2,3) =3(—2)2x(3)2=3(4) x9=12x 9 =108

%(—2,3) =2(—2)3x3=2(—8)x3= —16-3 = —48
Y

(0% -, . . .
© Etant donné un vecteur ¥ = <B) la dérivée direction de g en a suivant le vecteur o est :

Dz g(a) = dg(a). W = (108 —48) <‘;> =
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

v — 23y?
Y

d d
0 Z(a,y) = 322y2 et 2 (a,y) = 223y
ox oy

Q Jy(—2,3)= (108 —48) car:

9g

a(—2,3) =3(—2)2x(3)2=3(4) x9=12x 9 =108

%(—2,3) =2(—2)3x3=2(—8)x3= —16-3 = —48
Y

(0% -, . . .
© Etant donné un vecteur ¥ = <B) la dérivée direction de g en a suivant le vecteur o est :

Dy g(a) = dg(a). ¥ = (108 —48) <‘;> = 108« — 4803
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Il. Différentielle d'une fonction f :

Pour démontrer qu’'une fonction est différentiable, on utilise la condition suffisante suivante :
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Il. Différentielle d'une fonction f :

Pour démontrer qu’'une fonction est différentiable, on utilise la condition suffisante suivante :

Théoréme

Si les dérivées partielles de f, par rapport a = et a y, existent et sont continues en a, alors
f est différentiable en a.
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Il. Différentielle d'une fonction f :

Pour démontrer qu’'une fonction est différentiable, on utilise la condition suffisante suivante :

Théoréme

Si les dérivées partielles de f, par rapport a = et a y, existent et sont continues en a, alors
f est différentiable en a.

%Propriété:

Dans I'espace muni d’un repére (O7 i,7, k) étant donné une fonction f définie sur un
voisinage de a € (O, 4, j ), différentiable en a, et un vecteur @ € (i, 7 ), en notant (z,y)

les coordonnées du point a dans le repére (O, i, j ) ona:




Il. Différentielle d'une fonction f :

Pour démontrer qu’'une fonction est différentiable, on utilise la condition suffisante suivante :

Théoréme

Si les dérivées partielles de f, par rapport a = et a y, existent et sont continues en a, alors
f est différentiable en a.

%Propriété:

Dans I'espace muni d’un repére (O7 i,7, k) étant donné une fonction f définie sur un
voisinage de a € (O, 4, j ), différentiable en a, et un vecteur @ € (i, 7 ), en notant (z,y)

les coordonnées du point a dans le repére (O, i, j ) ona:

o
o df(a). <ﬁ> =




II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Pour démontrer qu’'une fonction est différentiable, on utilise la condition suffisante suivante :

Théoréme

| Si les dérivées partielles de f, par rapport a = et a y, existent et sont continues en a, alors
f est différentiable en a.

\ J

%Propriété:

. N rd —> =Nz a q P
Dans I'espace muni d’un repére (O7 i,7, k) étant donné une fonction f définie sur un

voisinage de a € (O, i, ] ) différentiable en a, et un vecteur o € ( , J ) en notant (z,y)
les coordonnées du point a dans le repére (O, , ) ona:

o df(a). <Z> ( )><a+ (a) x B




II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Pour démontrer qu’'une fonction est différentiable, on utilise la condition suffisante suivante :

Théoréme

| Si les dérivées partielles de f, par rapport a = et a y, existent et sont continues en a, alors
f est différentiable en a.

\ J

%Propriété:

. N rd —> =Nz a q P
Dans I'espace muni d’un repére (O7 i,7, k) étant donné une fonction f définie sur un

voisinage de a € (O, i, ] ) différentiable en a, et un vecteur o € ( , J ) en notant (z,y)
les coordonnées du point a dans le repére (O, , ) ona:

o df(a). <Z> ( )><a+ (a) x B

° Dzf(a) =




II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Pour démontrer qu’'une fonction est différentiable, on utilise la condition suffisante suivante :

Théoréme

Si les dérivées partielles de f, par rapport a = et a y, existent et sont continues en a, alors
f est différentiable en a.

\ J

%Propriété:

. . TR
Dans I'espace muni d’un repére (O7 i,7, k) étant donné une fonction f définie sur un

voisinage de a € (O, i, ] ) différentiable en a, et un vecteur o € ( . J ) en notant (z,y)
les coordonnées du point a dans le repére (O, , ) ona:

o df(a). <Z> ( )><a+ (a) x B

_ _ 9, f @
* Daf(a) = df ()T = Fo()[T], + 5 (@[],




II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Pour démontrer qu’'une fonction est différentiable, on utilise la condition suffisante suivante :

Théoréme

Si les dérivées partielles de f, par rapport a = et a y, existent et sont continues en a, alors
f est différentiable en a.

\ J

%Propriété:

. . TR
Dans I'espace muni d’un repére (O7 i,7, k) étant donné une fonction f définie sur un

voisinage de a € (O, i, ] ) différentiable en a, et un vecteur o € ( . J ) en notant (z,y)
les coordonnées du point a dans le repére (O, , ) ona:

o df(a). (;‘) ()xa+ (a)Xﬁ
 Daf(o) = df(@) 7 = X (@[], + 5 @[],

o flxt+a,y+pB) =




II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Pour démontrer qu’'une fonction est différentiable, on utilise la condition suffisante suivante :

-

Théoréme

| Si les dérivées partielles de f, par rapport a = et a y, existent et sont continues en a, alors
f est différentiable en a.

%Propriété:
— —> —

Dans I'espace muni d’un repére (O7 i,7, k) étant donné une fonction f définie sur un
voisinage de a € (O, i, ] ) différentiable en a et un vecteur o € ( . J ) en notant (z,y)
les coordonnées du point a dans le repére (O, , ) ona:

o df(a). (;‘) —( )xa+ (a) x 3
 Daf(o) = df(@) 7 = X (@[], + 5 @[],

o fle+a,y+P8) = f(z,y) —}-a%(a) +[3%(a) +o( /2 +52)
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Propriété:
© U(@)-(@.8) = 52 (@) x a+ (@) x
* Daf@) = df(@)-F = g (@[], + 52 (@[],

* fatay+h) = f(@y) +agl(@) + B3 (@) +o(y/aT + 57)
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

.. —2
Exemple n° 3 : Soit f la fonction définie sur R? par f(x,y) = zsin(y) et ¥ = < 3 >
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o — —
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° % = sin(y) . g—j = x cos(y) o Jo(z,y) = (sin(y) xcos(y))
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

—2
Exemple n° 3 : Soit f la fonction définie sur R? par f(x,y) = zsin(y) et ¥ = < 3 >

° % = sin(y) . g—j = x cos(y) o Jo(z,y) = (sin(y) xcos(y))

o dZ(m,y).(Z) = hsin(y) + kz cos(y)

o Dgl(xz,y) = —2sin(y) + 3z cos(y)
Exercice n° 1 :Détermine la différentielle des fonctions suivantes :
o f(z,y) =5z —xy® — 1

On trouve df(:r,y).(;f) e

e g(z,y) = yln(z +y)

ON ErOUVE .o

o h(z,y) = In? (z4y?)

O EPOUVE . oo e
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° % = sin(y) . g—j = x cos(y) o Jo(z,y) = (sin(y) xcos(y))

o dZ(m,y).(Z) = hsin(y) + kz cos(y)

o Dgl(xz,y) = —2sin(y) + 3z cos(y)

Exercice n° 1 :Détermine la différentielle des fonctions suivantes :
o f(z,y) =5z —xy® — 1
On trouve df(z, y)(;j) = (10z — y3)h + ( — 3zy?)k
° g(z,y) = yln(z +y)
Yy

On trouve dg(:L'./y).(Z) = (ﬁ) h+ <1u(:1: +y) + m) k

o h(z,y) = In? (z4y?)
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

.. —2
Exemple n° 3 : Soit f la fonction définie sur R? par f(x,y) = zsin(y) et ¥ = < 3 >

° % = sin(y) ° 2—5 = x cos(y) o Jy(z,y) = (sin(y) mcos(y))

° dZ(x,y).(Z) = hsin(y) + kx cos(y)

o Dyl(xz,y) = —2sin(y) + 3z cos(y)
Exercice n° 1 :Détermine la différentielle des fonctions suivantes :
o flay) = 5c? —ayd — 1
On trouve df(x, y)(;}) = (10:1: — ys)h + ( — 23:I:y2)k
° g(z,y) = yln(z +y)
Y

On trouve dg(w,y).(:) = <m> h+ <ln(w +y) + ILJH/) k

o h(z,y) = In? (z4y?)

81n (zty? A1n (2442
On trouve dh(;}c,y).(};) = <n(1y)> h+ (n(zy)) k
x Y
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Exemple n° 4 : Détermine la différentielle de :

la fonction f: R?2 — R la fonction g: R?2 — R

(z,y) — (z,y) — y
df(:c,y).(];) P dg(z,y). (k) P
Cette différentielle est notée . .. ,dx(_SQ) = ... | Cette différentielle est notée ..., dy(_32) = ...
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(z,y) — = (z,y) — y
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Exemple n° 4 : Détermine la différentielle de :

la fonction f: R?2 — R la fonction g: R?2 — R
(z,y) — = (z,y) — y
df(z,y).(}) =1 xh+0xk=nh dg(z,y).(}) =0x h+1xk=k
Cette différentielle est notée dz ,da:(_32) = —2 | Cette différentielle est notée dy, dy(_32) =3

Il s’en suit la propriété suivante :

Propriété:

Etant donné une fonction f définie sur un voisinage de a € R?, différentiable en a, on a :

df(a) =




II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Exemple n° 4 : Détermine la différentielle de :

la fonction f: R?2 — R la fonction g: R?2 — R

(z,y) — = (z,y) — y
df(z,y).(}) =1 xh+0xk=nh dg(z,y).(}) =0x h+1xk=k
Cette différentielle est notée dx ,da(7”) = —2 | Cette différentielle est notée dy, dy(7?)

Il s’en suit la propriété suivante :

=3

Propriété:

Etant donné une fonction f définie sur un voisinage de a € R?, différentiable en a, on a :

af af

df(a) = 5 da +—dy_




II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Exemple n° 4 : Détermine la différentielle de :

la fonction f: R?2 — R la fonction g: R?2 — R
(z,y) — = (z,y) — y

df(z,y).(}) =1 xh+0xk=nh dg(z,y).(}) =0x h+1xk=k

Il s’en suit la propriété suivante :

’)

Cette différentielle est notée dz ,da:(_32) = —2 | Cette différentielle est notée dy, dy(_3

=3

Propriété:

Etant donné une fonction f définie sur un voisinage de a € R?, différentiable en a, on a :

af(a) = L de +—f :Jf(a)<jw>
Yy
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Propriété:

Etant donné une fonction f définie sur un voisinage de a € R2, différentiable en a, on a :

df(a) = o da +fdy—Jf(a)< )
y

Exemple n°5 :

oT
i. SiT=a3—5y2 + 3zy alors — =
ox
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Propriété:

Etant donné une fonction f définie sur un voisinage de a € R2, différentiable en a, on a :

df(a) = o da +fdy—Jf(a)< )
y

Exemple n°5 :

. oT oT
i. SiT=a3— 5y? + 3zy alors i 322 4 3y et vl —10y + 3z, donc on a :
z Y

dz (:) =h, dy <Z> =k, etdT - <Z> = (822 +3y) X h + (—10y + 32) X k

On a bien dT =
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Propriété:

Etant donné une fonction f définie sur un voisinage de a € R2, différentiable en a, on a :

df(a) = o da +fdy—Jf(a)< )
y

Exemple n°5 :

oT oT
i. SiT=a3—5y?+3zy alors — = 322 + 3y et — = —10y + 3, donc on a :
ox oy
h h h )
dx f = h, dy A =k, etdT - A = (B8x*+3y) X h+ (—10y + 3x) X k
On a bien dT = (322 + 3y) dz + (—10y + 3z) dy

i. SiU(x,y) =x2e3¥t :dU = ...... dz+...... dy
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Propriété:

Etant donné une fonction f définie sur un voisinage de a € R2, différentiable en a, on a :

df(a) = o da +fdy—Jf(a)< )
y

Exemple n°5 :

. oT oT
i. SiT=a3— 5y? + 3zy alors i 322 4 3y et vl —10y + 3z, donc on a :
z Y

dz (:) =h, dy <Z> =k, etdT- <Z> = (822 +3y) X h + (—10y + 32) X k
On a bien dT = (322 + 3y) dz + (—10y + 3z) dy

ii. Si U(z,y) = 226311 : dU = 2ze3¥+1 dz + 322e3v+1 dy
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Propriété:
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y
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ox oy
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Propriété:
Etant donné une fonction f définie sur un voisinage de a € R2, différentiable en a, on a :

df(a) = o da +fdy—Jf(a)< )
y
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. oT oT
i. SiT=a3— 5y? + 3zy alors i 322 4 3y et vl —10y + 3z, donc on a :
z Y

h h h
dz <k> = h, dy <k) =k, et dT - <k> = (822 +3y) X h + (—10y + 32) X k
On a bien dT = (322 + 3y) dz + (—10y + 3z) dy
ii. Si U(z,y) =22e%%*! : dU = (2z dx + 322 dy)e3vH?
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xz Y
dv = [(1 + zy)dx + w2dy]ewy et Jy(z,y) =

M. Drouot CNAM - Différentielle. 19 /17



II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Propriété:
Etant donné une fonction f définie sur un voisinage de a € R2, différentiable en a, on a :

df(a) = o da +fdy—Jf(a)< )
y

Exemple n°5 :

. oT oT
i. SiT=a3— 5y? + 3zy alors i 322 4 3y et vl —10y + 3z, donc on a :
z Y

h h h
dz <k> = h, dy <k) =k, et dT - <k> = (822 +3y) X h + (—10y + 32) X k
On a bien dT = (322 + 3y) dz + (—10y + 3z) dy
ii. Si U(z,y) =22e%%*! : dU = (2z dx + 322 dy)e3vH?

ii. Si V(z,y) = ze®¥ alors Z—V = (1) X e*¥ + x X (ye™Y) et aa—v =x X (xe®Y) = x2e™Y
x Yy
dV = [(1 + zy)dx + 22dy|e® et Jy(z,y) = (1 + zy =x?)e®¥
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Exemple n°5 :
oV v
iii. Si V(z,y) = ze®¥ alors e (1) X e®¥ + x X (ye®™Y) et 0 = X (ze®Y) = x2e®Y
€z Y

AV = [(1 + zy)dx + 22dyle™ et Jy(z,y) = (1 +zy x2?) e™¥
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Exemple n°5 :
oV v
iii. Si V(z,y) = ze®¥ alors e (1) X e®¥ + x X (ye®™Y) et 0 = X (ze®Y) = x2e®Y
€z Y

AV = [(1 + zy)dx + 22dyle™ et Jy(z,y) = (1 +zy x2?) e™¥

iv. Si W = 22e% alors w _ (2z) X e® + 2 X (—%e%) et ow _ x2 X (le%)
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Exemple n°5 :
oV v
iii. Si V(z,y) = ze®¥ alors e (1) X e®¥ + x X (ye®™Y) et 0 = X (ze®Y) = x2e®Y
€z Y

AV = [(1 + zy)dz + z2dyle®™ et Jy(z,y) = (1 +ay x2)e?¥
iv. Si W = z2e5 alors 87W = (2z) X es + 22 x (—%e%) et 87W = 22 x (le%)
oz -

dW =
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II. Différentielle d’une fonction f: R? — R.

Exemple n°5 :

iii. Si V(z,y) = ze®¥ alors e (1) X e®¥ + x X (ye®™Y) et v =z X (ze®¥) = z2e¥
x
dV = [(1 4+ zy)dz + z%dy|e®™ et Jy(z,y) = (1 + =y

a:z) e*y

iv. Si W = 22e% alors w _ (2z) X e® + 2 X (—%e%) et ow _ x2 X (le
ox Oy *

dW = {(2w—y) dw-i—wdy]e% et Jw(z,y)= 2z —y =)e

8k
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