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I. Décomposition en éléments simples des fractions rationnelles.

1. Fractions rationnelles

= ..
Déﬁmtlon:
e Une ... i est une expression formelle de la forme é, ou P et @ sont
deux .................
. : P "
e On appelle ........... d’une fraction rationnelle é, la quantité ..................
. : L P
e Onappelle ........ ... ... d’une fraction rationnelle R toute écriture de la forme é ol
les polynoémes P et Q n’admettent aucun facteur en commun.

Exemple n°1 :

(22 — 4z)(x — 3)

i. La fraction rationnelle ( 372 est de degré ........... . Elle n’est pas irréductible, car elle a
x(x —
deux facteurs communs : ........ et ..... . Sa forme irréductible est ..................
2 2
. . . (22% — bz — 12) . _
ii. La fraction rationnelle est de degré ........... . Elle n’est pas irréductible, car :
622 4+ 132 + 6
222 —br — 12 =0 ou 622 + 13z +6 =0
A= A= .
T et xo=... ... L = e T
202 — BT — 12 = ... 622 + 132+ 6 = ..ot

(20% — 50 —12)°
622 + 132 + 6

Donc,

Déﬁnition:

P
Soient F' = 0 une fraction rationnelle écrite sous forme irréductible, « € R, et p € N.

e On dit que cvest un ..... ouune ........... de F' si «v est une racine de P.
e On dit que v est un ..... de F si a est une racine de Q.
e Ondit quel’..... d'un pélede Frestde ................. p, 8’il est une racine d’ordre de multiplicité

p de Q. Un pole d’ordre 1 est dit ........
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z(2? +5)(x — 3)?

(=) + D)z + 2)t 2amet

Exemple n° 2 : Dans R, la fraction rationnelle

e pour zéros : ... et ...

e pour poles : ... de multiplicité ..., et ... de multiplicité ... .

(2% - 5)(z - 3)*

Exemple n° 3 : Dans R, la fraction rationnelle dmet
P (2 +1)@” = 1)af
@ DOUL ZET OB & oottt ittt et e e et e e e e e e e e e e e e e e
e trois poles simples : ..., ...,et ..., etlepdle ... de multiplicitée ... .
7
Exemple n° 4 : Dans C, la fraction rationnelle g(z) = admet

(222 — 22 — 12)%(2? — 4z + 13)3
® POUr ZerosS @ ..o

e Etude des poles :

— les racines de 222 — 2z —12sont ... et ..., donc 22?2 —2x —12=.....................
— les racines de 22 — 42+ 13 sont ......... et ..., cdonca? —4x+13=..... ... ...
7
Ainsi, g(x) =
La fraction rationnelle g a deux poles d’ordre ... : ... et ... et deux pdles d’ordre ...: ...... et ......

r—1

Exercice n° 1 : Etudie dans R puis dans C, les poles de la fraction rationnelle f(z) = (2 + 25) (a2 — 82 £ 16"
T 2 — 8z

2. Partie entiére

%Théoréme
Soit F' = P une fraction rationnelle. Il existe un unique polynéme E et une unique fraction rationnelle G|
tels que : &
F=FE+Getdeg(G) <0
Le polynéme F est appeléla ................... ... ... de F'. Elle est égale & la division euclidienne de
P par Q.

xr a3+ 622+ 5+ 18
2 —x+3

Exemple n°5 : Le degré de f(x) = est ..., donc on pose la division euclidienne :
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2t a3 4622 +5r 418 22—r+3

La partie entiere de fest .....................

22° — xt — 142 + Tw 4+ 4
Exemple n° 6 : Le degré de g(z) = i 5 acl Rl est ..... , donc on pose la division euclidienne :
T —

2x°  —at — 1422 +7x  +4 o20r — 1

La partie entiére de g est ............

S +1
Exemple n° 7 : Le degré de h(z) = 26-1-1)2 est ...l , donc on pose la division euclidienne :
z(x —
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Exemple n° 8 : Le degré de j(x) = est ... La fraction rationnelle j a pour partie entiére ... .

3. Décomposition en éléments simples

%Théoréme
Soit F' = — une fraction rationnelle irréductible de partie entiére E. On considére la décomposition de Q)

en le produit de polynémes irréductibles dans R :

= H(x —ag)™* 1_[(agac2 +bpx + o)™ ou A € R
=1

Alors, il existe des familles uniques de réels (A/z€ z) 1<k<r (ng) 1<t<s 5 €t (ng) 1<e<s telles que :
1<i<my, 1< <ne 1<)<ne

4 ' Byjx+Cy
F= \Ef’ +ZZ ZZ agl'Q:-bgw-l-JCg)

partie entiére k=1 i=1

partie polaire
associée au pole «

On appelle cette écriture la ... ... .. . ... . i (DES) de F' sur R. Elle est unique.

EF/' REMARQUE
Dire que le polynéme asz? + byx + ¢, est irréductible dans R revient a dire que son discriminant est
strictement négatif : Ay = b? —4daycy < 0.

Exemple n°9 :

i f(z) = @= 4)x(x 1) a une partie entiére .......... et une DES de la forme f(z)=...................
. z—1 : .
ii. g(x) = S T a une partie entiére .......... et une DES de la forme g(x) =
22
iii. h(z) = a une partie entiere .......... et une DES de la forme h(z) = ......................L.
(x —4)°
2
x
iv. j(z) = (0 )T T
() =
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v. k(x) = (T b D)F(Rm E )T 1T
) e

. e S
vi. U(z) = (T T)(R2 FBJ T
) = e e

3 +1

Exercice n° 2 : Détermine la DES de f(z) = @ — 7 T 10222 — 22 1 0
x? —Tx z? — 2z

4. Calcul des coefficients.

Par ............ ... ... : on remet les différentes fractions du DES au méme dénominateur et in identifie les
coeflicients.
E le n°10 : f(x) 207 — 2 tie entiere est nulle d degré est strictement
xemple n : f(x) = —————— sa partie entiére est nulle donc son degré est strictement ........... )
p (x?2 +x+3)2 P &
Son DES €8t f (@) =it

On remet les différentes fractions du DES au méme dénominateur :

) 223 — 22 ax +b N cx +d (az +b) x ( )+ cr+d
€Tr) = = =
(@2 +2x+3)?2 22+2+3 (224 x+3)2 (2 +x + 3)2 (x?2 + 2 +3)2
_ 3+ :p2( ......... ) + x( ............ ) S
B (22 + x + 3)?
a = a =
............... b=...
On identifie : 0 0} P
............... c=
............... d=
. . ) .. . 422 + 1
Exemple n° 11 : Détermine la Décomposition en Elements Simple de g(z) = W
r —
: : : . : A
Soit a un pole d’ordre m d’une fraction rationnelle F'. Pour déterminer le coefficient A de ————— dans la

T —a«
, et on évalue ’égalité obtenue

m

DES de F, on multiplie F' d'une part, et sa DES d’autre part, par (z — «)
en remplacant x par .

P. DROUOT 6 FA18



Exemple n°12 :
z—3

@)= T 9w o)

aune DES dela forme f(x) = ... ..o i

e Pour déterminer A : le pole « = ... est ...... (m = ) On multiplie donc de part et d’autre de
I’égalité ci-dessus par ...... :

Et, on évalue en ... la nouvelle égalité : ........................ don A=...

e Pour déterminer B : le pole o = ... est ...... (m = ) On multiplie donc de part et d’autre de
I’égalité ci-dessus par ...... :
r—3 A B
— X = X
(x +2)(x —5) x4+ 2 x—5

Et, on évalue en ... la nouvelle égalité : ................. ... ... dou B=...

On obtient f(z) =.... ..o

ii. g(z) = xzw 4 & une DES de la forme g(@) = ... oo

e Pour déterminer A : le pole o = ... est ...... (m = ) On multiplie donc de part et d’autre de
I’égalité ci-dessus par ...... :

Et, on évalue en ... la nouvelle égalité : ........................ don A=...

e Pour déterminer B : le pdle « = ... est ...... (m = ) On multiplie donc de part et d’autre de
I’égalité ci-dessus par ...... :

Et, on évalue en ... la nouvelle égalité : ................. ... ... dou B=...

On obtient g(x) = ...
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[?En se placant dans C, on peut factoriser les polynémes du second degré qui deviennent des poles complexes.

x
Exemple n° 13 :h(x) = son degré est ..., donc sa partie entiére est ...........
P S P y Py g P
Son DES €8t A(@) = oot
e Pour trouver A : on multiplie donc de part et d’autre de 1'égalité ci-dessus par ........... :
Et, on évalue en ... la nouvelle égalité : ............
e Pour trouver B et C': on multiplie de part et d’autre de 1’égalité ci-dessus par ........... :

Et, on évalue en 'une des deux racines conjuguées de x2 + 1, par exemple ... .

i
On obtient la nouvelle égalité : ................ B est la partie imaginaire de T et C sa partie réelle.
i
i
- e donc B=..... et C=.....
i+1

Exercice n°3 :

1. Détermine les deux racines du polynome 2 — 4z + 13.

36x
(x +1)(2? — 42 + 13)

2. Déduis-en, le DES de f(x) =

E le n° 14 (x) -1
xemple n° : F ) B =P
p g z(r+1)2
x° —1
G =
La partie polaire de g est ()—_45”2_35”_1E11 DES de la forme f(z) =
a partie polaire de g est g1(x) = @1 e a une elaforme f(x)=................... ... ...
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e Lepblea=0est ...... (m =... ) On multiplie donc de part et d’autre de 1’égalité ci-dessus par ... :

—4x2—3x—1x A, B c_
z(x +1)2 T x4l (z+1)2
Et, on évalue en ... la nouvelle égalité : ......... donc A=...
e Lepdlea=...... est de multiplicité ... On multiplie donc de part et d’autre de 1’égalité ci-dessus par
—49[,-2—39[;—1>< _A LB L_C
s@r Dz =X ot RORERRRRERE EFSIEIEREEEE
Et, on évalueen ...... la nouvelle égalité : ......... =CdoncC=...

Pour déterminer B, on retire le pdle d’ordre 2 & g7 :

() (@) 2 —42% -3z —1 2
xXr) = xTr) — = — = —
e P} T U R (A §E o(@+1)? o(e+1)?
Le p6le @ = —1 de gy est de multiplicité . ... On multiplie donc de part et d’autre de 1’égalité ci-dessus par
—42? —5r—1 A B
— X = =X —— X
x(z +1)2 x x+1
Et, on évalue en ... la nouvelle égalité. Mais, le numérateur et le dénominateur ............. Donc, il y a

un facteur (x + 1) au numérateur :

—422 —5x -1
da? —br— 1= ... .
—42? — 5z —1 A
D —_— = .. = — 1)+ B
onG T @+ 1) RCRR A
Et, on évalue en ... la nouvelle égalité : ............ donc B =...

AINSE, G(T) = 82 — 20 oot
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—4z% —5x —1
x(z+1)2

pole d’ordre 2 ce qui est contradictoire. Il devait donc se simplifier avec le numérateur.

On va voir que dans 'exemple précédent, il y a une technique plus rapide pour trouver le coefficient B :

Remarque : Lorsqu’on a 6té le pole d’ordre 2, n’était plus irréductible, car le (x + 1)2 est un

Lorsqu’on a un pole o non simple, on peut retrouver la valeur du coefficient A de en multipliant

A
@—a)’

par (x — «) et en faisant tendre x vers l'infini.

Exemple n° 15 : Dans 'exemple précédent, on avait trouvé facilement A et C, et il restait B :

—42>-3z-1 -1 B 2
— = — 4 -
r(x+1)2 r x+1 (z+41)2
—42% -3z -1
O Itiplie I'égalité par ........... L
n multiplie ’égalité par @t D)

On ne peut pas évaluer en —1 Car .. ... .
Par contre, on peut passer a la limite en faisant tendre x — 400 : .. ....... ... ... L. ,donc B=....

Remarque : Les deux méthodes précédentes permettent de déterminer A; et A, dans le développement suivant
d’un pdéle o d’ordre m :
A A A
1 + 2 5+ _m
r—a (x—a) (x —a)™

Pour déterminer les autres coefficients, on peut utiliser la méthode suivantes :

i S’il reste n coefficients, on évalue avec n valeurs, et on obtient un systémes de n équations a n inconnues.

r+1

Exemple n°16 : f(z) = T
x —_—

Son DES est f(X) = oo

Il y a un seul pole a = 2 est d’ordre ... :

e Pour trouver C' : on multiplie donc de part et d’autre de 1’égalité ci-dessus par ........... :

Et, on évalue en ... la nouvelle égalité : 3 =C

e Pour trouver A : on multiplie donc de part et d’autre de I’égalité ci-dessus par ........... :

Exercice n° 4 : Détermine le DES des fonctions suivantes :
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: 30z i g(2) =
L (@) = (22 — 25)(22 — 2z + 10) - 9(@) (22 —4)°

II. Transformée de Laplace

Définition:

e Onappelle ................. toute fonction nulle sur | — oo, 0] et continue par morceaux sur [0, +0o0.

U(t)=0sit<0
e La fonction ..................... est la fonction causale, notée ..., définie par .

‘ ‘ ‘ ‘ Cette fonction aussi appelée
-2 -1 1 2 fonctionde ........... ...,

. 1
Remarque : En 0, sa valeur n’a généralement aucune importance, souvent elle vaut —.
) ) 2

Exemple n° 17 :La fonction sinus n’est pas causale, car ........... ..ot On la rend
causale, en lui associant la fonction suivante :

TR — R
T >
Déﬁnition:
Si f est une fonction causale, la ........ ... ... .. L de f

est la fonction définie par
L(f):ACR — R
+oo
s — / f(t)e stdt
0
ot A est ’ensemble des valeurs de R pour lesquelles cette intégrale converge.

Les questions de convergence concernant surtout les mathématiciens, nous
nous limiterons au cas AN|0, +o00[, soit généralement .........

55 "
Simon de Laplace
1749-1827

Pierre-
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Exemple n° 18 : Calculons la transformée de Laplace de la fonction échelon-unité : U: R — R

t — U(t)

Exercice n° 5 :La transformée de Laplace de la fonction

0sit<O
ksit>0

Exemple n° 19 : Calculons la transformée de Laplace de la fonction définie sur R par f(t) =t x U(t).
2 4

Exercice n° 6 : Détermine £(e™)(s) pour quelles valeurs de s est-elle définie ?

1. Transformée de Laplace de fonctions usuelles

Le calcul de la transformation de Laplace & partir des définitions des fonctions usuelles n’est pas & savoir. En

revanche, les transformées les plus courantes doivent étre connues. Dans d’autres cas, le tableau des transformées
vous sera donné. Vous devez donc connaitre les transformées de Laplace suivantes :

Domaine temporel f(t) Domam;?s) Laplace Domaine temporel f(t) Domaine de Laplace

F(s)
f(t) =kxU(t) ft)y =txt(t)

ft) =t"x<U(t)

f(t) = e x(t)
f(t) = sin(at) <U(t)

f(t) = cos(at)xU(t)

F£(£) = shat)<2(1)

f(t) = ch(at)xt/(t)

P. DROUOT 12
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— r' REMARQUE

=)

LIfEU)]

Dans la suite, on omettra la fonction échelon-unité U. Autrement dit, on écrira E( f (t)) au lieu de

@ Rappel:
t =5 t 0

ch(t) = cre

Exemple n° 20 :

LL(eM)(8) = oo

i L(cos(mt))(8) = covviiiiii
il L(sin(mt))(s) = .ooiii
Exercice n° 7 : Démontre que L(sin(t))(s) = =2 i_ 1

2. Propriétés de la transformée de Laplace

—\@’-Pmpriété

La transformée de Laplace est linéaire : pour tous nombres réels a et b, on a :

Laxf+bxg)=axL(f)+bxL(g)

Exemple n° 21 :

Lo L(ASIN(BE) ) (8) = oo

B L(482 = 3c08(2) + 5671 ) (8) = oo

HE (267 — 1) (8) = e

2] ()]0

S

2 _ g2

Exercice n°8 : Démontre que L[ch(at)](s) =
s

P. DROUOT 13
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Théoréme de I’amortissement
cleet (1)) (s) = £(£) (s - a)

Démonstration

| L6 F(1)] (5) = -

Exemple n° 22 :
i Llsin(2t)ef] (s)= ... 2

B L[sin (26) €7 ] (8) = oo

2
iii. £ =t
iii cos <3

iv. L

Exercice n°9 : Trouve

1. L(t%e%) 3. L(e* cos(5t))
2. L(e *'sin(4t)) 4. ,C“?) cos(6t) — 55in(6t)]e_2t}
Exercice n°10 :
2
1. Démontre que L[cos?(t)] (s) = ;ﬁs

2. Déduis-en L[cos?(t)e™"] (s)

2
Exercice n°11 : Détermine £ [cos (t - ;)] (s).

Théoréme du changement d’échelle

Pour tout ..... ,si L(f(t)) = F(s) alors L[ f(at)] = %F (f)

%Démonstration
“+o0 —+oo
E[f(at)] = ; f(at)e*St dt =y ; f

e a(t) =2 [ e a

Exemple n° 23 :Sachant que £(cos)(s) = démontre que L] cos(at)|(s) = 5——

s
s24+1

3. La fonction I'

P. DROUOT 14 FA18



Déﬁnition:

400
Pour tout réel a > 0, la fonction ........... , notée ... est définie par : ['(a) = / te et dt
0

-@'—Propriété
Pour tout réel a > 1, et tout entier naturel n non nul :

e I'(a)= ..... e I'(1)= .....
W Démonstration
+oo 00 +oo
e I'(a) = /0 tele7t dt = {to‘_l( - e_t)};r /0 (o — 1)ta_2( —e )dt=(a -1 (a—1)
=0
O (L) = o e

(1. Iy
-@-Proprlete

Pour tout tout entier naturel n non nul :

o
—
7 N
i
+
N[ =
N————
Il

°
)1

VR

—_

| 5

~
|

[ ]
)1
—~
=
(S}
N—
|
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-@'—Propriété

Pour tout entier naturel n > 0, I’ (n + > e

Exemple 1°26 : [(5,0) = ..o

-\@’-Propriété

Pour tout ........ , L(tY) =

Exemple n° 27 :

Par contre,
e I'(1) =T(0) x 0 et il en résulte que I'(0) doit étre ........... .

e I'(0)

I'(—1) x (—1) et il en résulte que I'(—1) doit étre ........... :

e I'(—1) =T(-2) x (—2) et il en résulte que I'(—1) doit étre ........... .

P. DROUOT 16 FA18



En fait, en prolongeant la fonction I’

au nombres complexes, en reprenant
+oo

I(z) = / t*~le7tdt pour R(z) > 0,
0

elle peut étre prolongée analytique-

ment en une fonction méromorphe sur

C\ {0; —1;-2;-3;... }, dont le module est

représenté ci-contre.

Il s’en suit la propriété suivantes :

"Q Propriété
2XxX2x2x...x2
1x3x5xX...x(2n—1)

1
Pour tout entier naturel n > 0, T’ <—n + 5) = (—1)" x V7 (n facteurs)

42 Théoréme de dérivation
Soit f une fonction C*(R).

o L(f')(s) = sL(f)(s) = f(0)
o L(f")(s)=s*L(f)(s) = sf(0) — f'(0)
o L(f")(s) = s*L(f)(s) — s*f(0) — sf'(0) — f"(0)

k
o L(FED)(5) = 81L(f)(5) - DIEAC

Exercice n°12 : Démontre que
L L(F)(s) = s£(£)(s) = £(0)
2. Déduis-en L(f")(s) = s2L(f)(s) — sf(0) — f'(0)

Exercice n° 13 : Retrouve la transformée de Laplace du cosinus a partir de celle du sinus.

y+y=e¢
Considérons I’Equation Différentielle
y(0) =1
Onaclly]= ... .coooiiiiii . et E[et] = . dong, la transformée de Laplace de 'ED est :

P. DROUOT 17 FA18



Dong, il faut retrouver la fonction y qui dans le domaine de Laplace s’écrit .................. Pour ce faire, il
faut savoir revenir au domaine temporel en inversant la transformée de Laplace.

III. Transformée inverse de Laplace.

Si l’on se restreint aux fonctions causales continues sur [0, +00[, le théoréme de Lerch affirme que la transformée
de Laplace est injective. Ainsi, la fonction ¢ — e™31(t) est la seule fonction causale continue sur [0, +-0o[ dont

1
la transformée de Laplace est panr on écrit :
s

El(s —11- 3) =

A partir de maintenant, nous supposerons toujours cette unicité.

}@‘Propriété
o L7 est lindaire : L7 a X F(s) +bx G(s)] = .00

Pour inverser une transformée de Laplace, on procéde & une lecture inversée des transformées usuelles en|
utilisant les propriétés ci-dessus.

Exercice n° 14 : Trouve chacune des transformées inverses de Laplace suivantes :

=
[y
iR
VR
[Va)
[ ]~
[\}
N—
Il

e

o

L
—
% | -
~

|

o,
|
A
A~
®
[N}
4|
)
~__
|
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jo L7t

-1
kL7
L2

Pour tout n € N*, £71 <

1. Tableau des transformées inverses de Laplace
f(s) L7 f(s)] f(s) L7 f(s)]
1 1
s 52
1
0> -1
sS—a
b 5
52 _|_a2 32 +CL2
1 S
s2 — a? 2 _ a2
Tg'\ri REMARQUE
1 7fn—l

P. DROUOT
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Exercice n° 15 :Trouve

Bs+4  2s—18 24— 305
1 .
(a) £ { §3 s24+9 + 54 ]

6 3+4s 8 — 6s
b) £t -
(b) £ {25—3 932—16+1632+9]

2. Amortissement inversé.

@5, Transformée inverse d’amortissement
L7 F(s—a)] =e"L7F(s)]

Exemple n° 28 :

[1 1
o LNl = , et d’aprés la formule d’amortissement : £71 = e
| $3 (s —5)3
[ -3 1
-1 _ -1 2| —
o [ (3+2)2] e car L {82] .....
o L1 LA, et d’aprés la formule d’amortissement : £7! ﬁ ...........
52 4 42 ’ (s —2)2+42
6s — 4
L1 e
* 32——45—F20]
Exercice n° 16 : Calcule
4s 412 3547
Lt b) L7
(a) {§+8&+w] (b) [ﬁ—zy—J

IV. Application aux équations différentielles

1. Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Vt+y=¢
Considérons I’Equation Différentielle

y(0) =1
On a L[y'] = sL[y] (s) — y(0) = sL[y] (s) — L et L]e'] = - donc, la transformée de Laplace de 'ED est :

()~ 14+ L] = —
sL[y] (s = =
1 ]
(4 DL () = o +1=
Lll(s) = -
YW= o) s+

P. DROUOT 20 FA18



On décompose en éléments simples : = +
s

ILs7en SUlt QUE (1) = .ottt

2. Equations différentielles linéaires d’ordre 2

y// _ 3y/ + 2y = e3t
Considérons I’Equation Différentielle

y(0) = 2 et y/(0) = 1

Ly (8) = e
OI a4 L ly1(8) = oo
Ll (s)=...............
La transformée de Laplace de UEIDD @8t 1 ... oo i e e
Ly (8) =t
S comme s> — 35+ 2 a deux racines : ... et ...,ona:
LlY(8) = oo dont la DES est : L[y](s) = + +

I 876N ULt QUE Y() o= ettt

— 2y — 8y =e*

Exercice n° 17 : Résous ’équation différentielle linéaire du second ordre : v
y/(0) = 0 et y(0) = 1

(0)= et y0) =1
-y +3y +5y=0

Exercice n° 19 : Résous I’équation différentielle linéaire du troisiéme ordre : v
y"(0) ==9,4'(0) = —Let y(0) =3

3

Indication : s® — s2 4+ 3s + 5 s’annule en —1.

3y// 4 3y/ —y = t2et

"(0) = —2,1/(0) =0 et y(0) =1

" 4+ 9y = cos(2t
Exercice n° 18 : Résous ’équation différentielle linéaire du second ordre : {y 9y = cos(2t)
Exercice n° 20 : Résous ’équation différentielle linéaire du troisiéme ordre : {

3

Indication : s — s2 4+ 3s + 5 s’annule en —1.

3. Systémes différentielles

a'(t) = 2x(t) — 3y(t)
Exemple n° 29 : On va résoudre ou z(0) = 8 et y(0) = 3.

En posant X (s) = L[x](s) et Y(s) = L[y](s), on a :
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Le systéme devient soit

* Xlo)= - D Tost1

Y= - BRCES)) T s+l

z'(t) = x(t) + 10y(t)
Exercice n° 21 : On considére le systéme différentiel
y'(t) = =5x(t) — y(t)
(a) Reésous ce systéme avec les conditions initiales z(0) =1 et y(0) = 2.

(b) Reésous ce systéme avec les conditions initiales z(0) = a et y(0) = b.

(¢) Pourquoi deux courbes solutions qui se touchent sont confondues ?
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Courbe solution de la question (a)
2"(t) + y'(t) + 3z(t) = 15e™" z(0) = 35 2'(0) = —48
Exercice n° 22 : (long et difficile) Résous ol et
y"(t) — 42/ (t) + 3y(t) = 15sin(2t) y(0) =27 y'(0) = =55

Indication : (52 + 3)% + 452 = (s +1)(s*> +9)
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N Annexe ey

Transformée de Laplace des fonctions usuelles

Domaine temporel f(t) Domaine de Laplace Domaine temporel f(t) Domaine de Laplace
F(s) F(s)
k 1
(1) =k F(s) =" )=t Fs) =
— N F — n! — aat F
fo) =1 (5) = 3 Ft) =e ()=
f(t) = sin(at) F(s) = - f(t) = cos(at) F(s) = 2
B 2 +a? B 2 +a?
a s
f(t) = sh(at) F(s)= 35— f(t) = ch(at) F(s)= 53—
Théoréme de ’amortissement
£letf®)](s) = £(£)(s - a)
"Q" Propriété
r 1
e Pour tout o > —1, L(t%) = (:;jl) e Pour tout entier n > 1: I'(n) = (n — 1)!
1 1 e X (2 1
e Pour tout entier naturel n > 0, I‘(n + 2) _ 1x3x5x b x{2n+ )ﬁ (n facteurs)
1 2n
e Pour tout entier naturel n > 0, F(—n I 2> =(—1)" x TX3x5x... X @n— 1)\/77 (n facteurs)

Tableau des transformées inverses de Laplace

7(s) £f(s)] 7(s) £f(s)]
é 1 52 t
E ;(a) s—a e
e sinat) S cos(at)
s shat) . ch(at)

Transformée inverse de 1’amortissement
L7YF(s —a)] =L [F(s)]
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