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I. Fonctions numérique & plusieurs variables ?

Dans ce chapitre, nous allons étudier les fonctions de plusieurs variables dans le cadre particulier de R? ou R3,
mais également dans le cadre général de R™. Ces fonctions seront donc de la forme

f:DCR" >R,

oll n > 1 est un entier naturel.

Déﬁnition:
| Destappeléle ... de la fonction.
Autrement dit, les éléments de ’ensemble de départ D seront des m-uplets du type (z1,...,x,) que 'on peut

considérer comme des vecteurs, et les éléments de I’ensemble d’arrivée seront des réels.

1. Fonction numérique a une variable n = 1 :

Les fonctions f: D — R sont connues depuis le lycée.
x — f(z)

Voici les graphes des fonctions f: z — xsin(x) et g: z — /x :

Cq
z |
‘ v |
77777777777777 ‘ 1 T
T
D = D — e e e
La variable z est .......... , alors que la variable y ( = f(a?)) ne 'est pas puisqu’elle est fonction de x. La courbe
obtenue est de dimension ... .
2. Fonction numérique a deux variables n = 2.
Les fonctions f: Dc R?> — R sont représentées par des surfaces.
(x,y) — f(2,y)
Les variables ............. sont .......... , alors que la variable z = f(x,y) ne lest pas puisqu’elle est fonction

de .............. La surface obtenue est de dimension ... .
Exemples :
() Considérons la fonction f : [0;4] x [—4;4] — [0, +o0]
4

—_— ——

e La variable x prend toutes les valeurs situées dans U'intervalle ..............
e La variable y prend toutes les valeurs situées dans l'intervalle ..............
o [054) x [—4s4)est .o
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3. Représentation graphique :

y —4 | =3 | -2 | -1 0 1 2 3 4
f(0,y) | 0,24

z
4“
3
2
1
—4 -3 —2 -1 1 2 3
L L /\ L Il Il Il : y
/,/l /, 1 O .
Ly Somp—CD O ¥
x
Fixonsz=1ona f(l,y)=.............. et on obtient :
Y —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
f(Ly) | 0,22
On compléte pour d’autres valeurs de x :
Y —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
f(2,y) | 0,19 0,19

F3,y) | 0,15 | 021 | 029 | 0,36 | 04 | 036 | 0,29 | 021 | 0,15
Ff4,y) | 0,12 | 0,15 | 0,19 | 0,22 | 0,24 | 0,22 | 0,19 | 0,15 | 0,12
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Déﬁnition:
Lorsque (x,y) parcourt le domaine de défini-

tion de f, 'ensemble des points de coordonnées
(z,y, f(z,y)) forme une ........... :

II. Dérivées partielles

Les formules de dérivation.

Fonctions Dérivées Opérations Dérivées
flax +b) u+v
e tb uXv
cos(ax + b) ¢
v
in(az +b) 1
sin(ax —
U
z" u”
1 1
™ um
In(x) In(u)
N3 Vu

Dérivée de fonctions composées.
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Théoréme

Si f est dérivable sur un intervalle I et g l’est sur U'intervalle f(I), alors g o f est dérivable sur I et
(gof) = ..ot écrit autrement : [g(f(x))],

Exemple n°1 : On considére les deux fonctions f et g définies par f(z) = z° + 1 et g(x) = sin(x).

e f(R)= .............. et g(R)= ..............
@ R——» vvvnvnns S
A G —_— s ..

Exercice n°1 : Dérive les fonctions composées suivantes :

1. si f(z) =e™® alors f/(z) = ..................
2. si f(z) =e® alors fl(z) = ...

Fonction

Dérivée

oul®)

En appliquant le théoréme, on obtient :

cos (u(x))

sin (u(z))

3.

Dérivation partielle.

@ Définition:

On appelle ..........................
la dérivée ordinaire de cette fonction par rapport & cette variable.

... d’une fonction de plusieurs variables par rapport & I'une d’elles,

Exercice n° 2 : Calcule les dérivées partielles de chacune des fonctions suivantes :

L f(z,y) =a*—2y° +1
2. g(z,y) =ay® -3z + Ty
3. hiz,y) =23y -T2y +y—=z

4. r(x,y) = e +3Y

5. s(z,y) = e37¥’

r+y
r—y

6. i(x,y) =

7. j(z,y) = %™

8. k(z,y) =In(z?y —y® + 1)
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9. l(z,y) = /2% +y? 11. n(z,y) = zy*In (x2 — y)

10. m(z,y) =In (m + 22+ y2> 12. o(z,y) = sin (3z — y?)

4. Dérivation partielle de fonctions composées.

Soient f(z,y) = x2y ot z(t) = sin(t) et y(t) = cos(t) Alors F(£) = .« \rrrrneeeie e
La fonction f ne dépendant que de la variable ¢ donc, au lieu de noter % on note %, car il ne s’agit plus d’une
dérivation ........... .

df ,

— = L) o e e e
=

gDiﬂ'érentiation des fonctions composées
Soit z = f(z,y) ou z = g(r,s) et y = h(r,s) alors z = f(g(r,s), h(r,s)) et

0z 0z0xr 0z0y 0z
— — el — = i
ds

or 0zor @ Byor

En général, si u = f(z1,...,2y) ot 1 = g1(r1,...,7p), .-, T = gn(r1,...,7p) ON & :

ou ou 0x1 ou % ou Oz,

ry,  dx1dry, | dxo Oy T Oxy Ory,

Retrouvons avec cette formule le résultat précédent :

af _
dt

d
Exercice n°3 :z = ¢’ o z = tcos(t) et y = tsin(t). Calcule £ ent= 3.

. T
Exercice n°4 :T = 23 — 2y + 3 ot = rcos(f) et y = rsin(f). Calcule o et (Z—G
r
ou

Exercice n°5 :U = zsin (%) ot x =3r2+2s , y=4r — 253, et z = 2r? — 3s%. Calcule B et D5
r S

2 2 2 2
Exercice n°6 :Si x = rcos(f) et y = rsin(f) démontre que : <Z‘;> + (g‘;) = <83‘:> +ri2 (%‘g) '
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5. Deérivées partielles d’ordre supérieur.

of  of

Si f(x,y) admet des dérives partielles en tout point (z,y) d’'un domaine, alors —= et —— sont elles-mémes des
T Y
fonctions de x et y qui peuvent aussi avoir des dérivées partielles. Ces dérivées secondes se notent :

N,
_8x8y’e Oy \ Oz

_ 0
~ Oyox

O (Of\ _ 9 9 (of\ _9f 9 (0f

ox \ox ) 022 Oy \dy/) 0y?’ 0x \Oy
Exemple n° 2 :f(x,y) = 52° + 3xy?
of _ ’f _
B T P
of _ 82 f
Dy T Byom
o2 f f
@ T T T T T axay
Exemple n° 3 :f(x,y,2) = vyz — 2%¢>
of o f
B T R
TP o'
Ay Ox0y
SR SURTUURRY i
9z 0x0z
f _ 2 f
BT T teeeeeeereesesees 5o
f _ 1
DT T 907
2 f O f
ﬁ T T T T T T azay
ﬁThéoréme Schwarz

2 2 2
| Si g:cé et gy]; existent et sont continues, alors aigy =

6. Fonctions implicites.

U =z3y 9
Exercice n° 7 :Si < 2% + y=t calcule N
22 4 yd = 12

uw?—v=3r+y

Ou Ov Ou  Ov
ax’ax’(‘}'y’e oy’

u—20v? =1 —2y calcule
1—8uv #0

Exercice n° 8 :Si

ou

ov
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0%z L 322+
0xdy (322 —x)3

Exercice n°9 :Si 23 — zz — y = 0, montre que

ITII. Applications linéaires

) ..

%@ Définition:

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur R, et f une application de E dans F. Une application f est
............. si et seulement si

e V(U V)eE? f(U+V)= ..o
e WeRNVUEE, fA\-U)= ...........

On note ......... 'ensemble des applications linéaires de £ dans F.

Cette application linéaire est appelée :
L de E dans F' lorsque f est bijective;

L sur F si F' est de dimension 1, autrement dit, si F' = ...

1. Etude d’une application linéaire de R? dans R3.

Exemple n°4 : On munit R3 de sa base canonique &£ = ( t,7, k) et on considére 1’application :

fi RY — R?

(x,y,2) — (z4+y,x+2,3zc+2)

G 1@ HE

2 1 0 21 0\ (=) [...........
A=11 0 1 |oma:|1 0 1|fy]=1] . i0iv...

30 1 30 1) \z) \ ...
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2. Etude d’une forme linéaire définie sur R3.

- = =
Exemple n°5 : On munit R? de sa base canonique £ = ( 1,7, k:) et on considére 'application :

f: R — R}

(r,y,2) — z—2

1(7) = -
f(Z) — _
flk

(): .............. -

Considérons la matrice A dont les colonnes sont constituées des images par f des vecteurs de la base :

1 £ Gy 1) @
A=<2 1 0>ona:<... ) Y —( ........... )
...... 5
3. Cas général :
Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie, £ = (ef, €2, ..., €;) une base de E et F = (fl, fo, ooy fn

une base de F'. Soit f est une application linéaire de E dans F, i.e. f € L(E,F).
Soient 2 € E et son image Y € Fpar f.

e Dans la base F de F, les f(e_}) s’écrivent de maniére unique :

n

- .
f(e?)zZ fi, pour tout 5 =1,...,p.

i=1
L=
e Danslabase £: @ = Y zje;
j=1

e Dans la base F: ¢ = f(7) = i yzﬁ
i=1

p p n — n p —

F@) = YaifE)=Yw Y afi =Y (Z ai,j%‘) fi »

J=1 7j=1 =1 =1 \j=1 donc Y = Z i jT;
j=1

noo
= Zl@/z'fz'
1=

Cette égalité se traduit matriciellement par :
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M=

ai1,j T
Y1 a1,1 a1,2 . ai,j . al,p T 7j=1
P
Y2 az,1 a2 ... Q2; ... a2p 9 J;l az, ;T
= = p
Yi Qaj,1 ai2 e ai,j e aip €y Z Qi ;L5
i=1
UYn an 1 an 2 anj Gn.p X P
) ) ) P P an,jxj
j=1
e
%@ Définition:
La matrice (a;j)1<i<n est appelée matrice de f relativement aux bases £ et F, et est notée ...............
1<j<p
Exemple n°6 :
f(@) 7(&)
— _ - _
. . 2 R €1 = ... etey = ........
o« Si Ji RY — alors mat(f) = ... ) ou N N
R2,R f(el) ........ et f(€2) ........
(z,y) — (42 + Ty)
1@) s(@) (=)
. 3 2 .. .. ...
osi g R — R alors mat (g) = car f(z,y,2) =
R3,R2
(z,y,2) — Bz +y, 5z — 2y)
= B =i et es =...........

4. Propriétés

°Q Propriété
Soient E, F', et G trois espaces vectoriels de dimension fini. E est muni d’une base £, F d’un base F, et G
d’une base G.
Pour tout f € L(E,F), g € L(F,G), rgagt (o f)= o

Autrement dit, composer deux applications linéaires revient & multiplier leurs matrices dans le méme ordre.
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Exemple n° 7 : Détermine, si c’est possible, algébriquement et matriciellement go f et f o g ou
f: R3 — R? g: R? — R
(z,y,2) — (v+y,z—2y) (z,y) — x—y
e Etude de go f :

(go f(z,y,2) = g(f(x,y,z)) e P

o f: A, N
(2,9,2) —

En munissant les espaces vectoriels de leur base canonique :

mat (g) mat (f) =

e Etude de fog:

Exercice n° 10 : Détermine algébriquement et matriciellement go f et f o g ou

f: R2 — R3 g: R — R2
Tty T
T —x
Y 2y + 2
- z

o

-@-Propriété
Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie, et f un isomorphisme de F dans F. Si E est muni
d’une base £ et F d’un base F alors :

mat (f_l) = 0000000000000000000000C

F.€

Autrement dit, la matrice de la bijection réciproque de f est la matrice inverse de f.
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IV. Espace affine R"

1. Structure euclidienne.

Dans l'espace affine R™. les coordonnées sont des matrices colonnes de dimension n. Celle du vecteur @ est
)

notée [7] .

Déﬁnition:

Dans un repére ................. :

al T
— a2 Z2
o Les ................. du vecteur AM ou [A] = et []W] = sont ........
@ %Bn
Dans un repére ................. :
ele ... usuel de 7 = (X1,...,2p) et Y = (Y1,---,Yn), NOtE .....

T =yt apyn = 7] [Y]

e La ... sur R™ est la norme associée a ce produit scalaire.

Pour x € R™, la norme euclidienne de ?, notée ..... , est définie par :

lz| = VT - @ = (/a2 + - + 2.

, est défini par

e Lla .............. entre le point A = %(ay,...,ay) et le point M = Y(xq,...,2,) est
—
|AM || = Vi —a)?+ -+ (2, — an)?. (][ — A])
) -3 2
Exercice n° 11 : Dans R?, on considére les trois points : A| 3 |,B| 7 |,et C| -1
—2 4
1. Calcule le produit scalaire ﬁ . @ .
2. Calcule les normes des vecteurs E et fﬁ .
Déﬁnition:
Soit A= (ay,...,a,) un point de R"™ l'espace affine de dimension n > 1.
e La ..o de centre A et de rayon r > 0, notée B,(A), est 'ensemble suivant :

B,(A) = {M € R" tel que |[M — A| < r}.

P. DROUOT 12
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e La ... de centre A et de rayon r > 0, notée ..... , est I’ensemble suivant :

B,(A) ={M € R" tel que |[M — A|| <r}.

e La ...l de centre A et de rayon r > 0, notée S,(A), est ’ensemble suivant :

B,(A) = {M € R" tel que | M — A|| = r}.

Exemple n°8 :

(2)En dimension 2 : Considérons la boule ouverte By(A) ou A(—3,2).

13" Le cercle en tirets est la sphére Sa(A) (sphére de dimension 1).

I La boule est ouverte donc son "bord" est dessiné avec des tirets
pour signifier qu’il n’appartient pas a la boule.

Si la boule avait été fermée, le cercle serait tracé en trait plain.

15D ... S9(A) ; D...By(A); D...ByA)

x -3 x+3
<~ — = <2
y 2 y—2
P it i e
o i e e e e
1 est l'inéquation cartésienne de la boule ouverte Ba(A).
1= (z +3)% + (y — 2)% = 4 est 'équation cartésienne de .......... ..o
1= (2 +3)% + (y — 2)% < 4 est 'inéquation cartésienne de ...
@En dimension 3 : Considérons la sphére suivante :
- 1
Le centre de cette sphére de dimension ... est le point A| —1
1

Son rayon est ...

@ En dimension 1 : L’espace est réduit a une droite!
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2. Structure topologique.

@ Définition:

de R™ qui ne sont pas dans A.

Etant donnée une partie Ade R™, le ....................... de A, note . .., est 'ensemble de tous les points

Exemple n°9 :

@En dimension 1 :

e Le complémentaire de l’ensemble {x ER|z> 4} est ...

Le complémentaire de I’ensemble {x eER|z> 4} est ...

. ¢ ¢ # # # # —— son complémentaire : ¢ # # #
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4

@En dimension 2 : On va construire I’ensemble [ -1, 2[ X ]1 , 3] et son complémentaire :

A X
44 41
31 3+
2 1 21
11 1t
-2 -1 0 1 2 3 1 o 1 2 3

Le complémentaire de l'intervalle [2, 6] est la réunion d’intervalles ........... ... ... ...

Le complémentaire de ’ensemble {x eER|3<x< 8} est .

P. DROUOT 14
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Déﬁnition:

ouverte centrée en a.

e On dit que U est un
en a.

e On dit qu'une partie F de R™ est un

e Soient U une partie de R™ et a € U. On dit que U est un

de a si U contient une boule

si son complémentaire est un ouvert de R".

de R" si, pour tout point a € U, U contient une boule ouverte centrée

Exemples :

@En dimension 1 : L’intervalle :

la,b[estun ............. . [a,b] est un
@En dimension 2 :
WY
II \\
’ ‘\
T
WY o
|
Il, r \\\
1 /I
' (xoay[)) "
T
t¥ Ja, b[x]e, d]
g e
Crh
1 |
a b xX
yY Ja,b[x[c, d]
Gk
cu
1 |
a b xX

pet [a, bl oo
Y
|:] ...............
g
Y —
g
Y [a,b] % [¢, d]
5
;3 i,
Y (la,8]  [e.d))"
A
f i,

P. DROUOT
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—\@’-Pmpriété

| Une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert.

@En dimension 1 : b [En dimension 2 :
o ] = 5, A[UJT, 400] weeei e AN T
ll \\\
o | — 00, 4[UJT,400] ..o '\\ N
0 15, 8[UJ10,20] .t Y ,
0 ]5,8[U[10,20] ... -
V. Approximation polynomiale d’une fonction.
1. Croissance comparée au voisinage de 0.
1 A
i .TQ 1’3 1’4 .’,13‘5
1
0,5
' 0,5
0,25 0,1
0,125 0
0,5 1
REMARQUE

=]
On

voit que z? tend vers 0 plus rapidement que z, que z3 plus rapidement que z2, donc que z, etc.

2. Fonctions négligeables - Notation de Landau

o
Deﬁnltlon:
Soit a € R, et soient f et g deux fonctions définies sur un méme intervalle I au voisinage de a. On dit que

fest ... par rapport & g au voisinage de a, 8’il existe une fonction e définie sur I telle que :

f=gxesur I et quelime(z) =0

T—a

On écrit .....
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= P REMARQUE

=]

lorsque g ne s’annule pas sur [ sauf peut-étre en a, f = o(g) <= lim @ = ooc
a T—a g(m)
Exemple n° 10 :Dire que f = o(1) revient a dire que .................
a
Exemple n° 11 :e” = ?(:U —1)car ...l
Exercice n° 12 :Barre les égalités qui sont fausses.
— o2 3 _ 4 _ (7B
01’—8(1’) ox—g(:z:) 0:1:—8(37)
e x4+ 1=o(z?) . x4:8(:£2) . (a:—2)3:g(95—2)
o 22 =o(r) o 21 =o(x) e (z—5)2=o(xr—5)
0 0 5
e In(z) = <1>(:):) o 1t = 8(353) e (z-5)?2= c5>((:Jc —5)?)
3 _ 4 _ (4 PRV _ )2
e —8(1') o —g(x) e (b—x) g((x 5)?)
= ) REMARQUE
On vient de voir que 22 = g(x) et 23 = 8(1‘), or 22 # z3. Le signe égal de ces derniéres écritures ne

représente pas une égalité. En fait, c’est un raccourci. 8(952) est ’ensemble des fonctions négligeables

devant 22 en 0. Donc, lorsqu’on écrit 2 = 8(33) on devrait lire : 22 € oo(x).
T—

-@'—Propriété

e Si fj =o(g) et fo =o(g), alors quels que soient les réels A et pnonnuls, ........... ... . ...
a a

e si f=o(g)et g=o(h)alors ...........

e si f =o0(g) et u est définie sur un voisinage de a, alors .......................
a

Ainsi, comme 7° = 8(352) et 2t = 8(902), 4t —Tad =

3. Développement limité

Un développement limité (noté DL) d’une fonction en un point est une ............. ... o i ...
de cette fonction au voisinage de ce point, c’est-a-dire ’écriture de cette fonction sous la forme de la somme :

e d’une fonction polynomiale ;

o dun ........ négligeable au voisinage du point considéré.
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En physique, il est fréquent de confondre la fonction avec son développement limité, a condition que 'erreur (le
reste) ainsi faite soit inférieure a celle autorisée. Si 'on se contente d’un développement d’ordre un, on parle
d’approximation ........... ou d’approximation ...........

Déﬁnition:

Une fonction définie sur un intervalle I de R est dite de classe :

o Clsifest .............. sur I, et si sa dérivee fest .............. sur I.

e C™ ol n > 1 est un entier, si toutes les dérivées de f jusqu’a l'ordre n existent sur I, et si sa éniéme)
dérivée (™) est ... ... sur 1.

e C™ si f est C" pour tout entier n > 1. Autrement dit, fest ................... dérivable sur I.

Théoréme Formule de Taylor-Young
Soit f une fonction de classe C™ sur un intervalle I et soit a € I. Pour tout z € I on a :

"(a am () (q
f(:n):f(a)+f1(!)(x—a)1—|—f2(! )(:L"—a)2+---+f n'( )(w—a)”~|—g[(:v—a)”}.

On rappelle que 0! = ..., 1l=... 2!l= .......... 3= et dl = oo

Exemple n° 13 : Considérons la fonction f définie sur | — 1,4o00[ par f(z) = In(1 + z). Elle est infiniment
dérivable, donc de classe C". On va calculer son développement limité & tous les ordres inférieurs ou égale & 3
au point a =0 :

o f(0) = ... donC f@) = oo

o flx)= ... done f/(0) = ..t f(T) = i
o fax)= ...l donc f7(0) = ...et f(Z) = oo
o [Mx)= ...l donc f"(0) et f () = o
3 4
2 4
N O
e 0’ ! 2 5
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Exercice n°13 :

1. Détermine le développement limité de la fonction sin en 0 a 'ordre 3.

sin(z) .

2. Déduis-en la limite lorsque z tend vers 0 de f(z) =

3. On prolonge f en posant f(0) = 1. La fonction f atteint-elle un maximum local en 07

VI. Différentielle d’une fonction f: R — R

1. De la dérivée a la différentielle.

\

< La notion de différentielle nait de 'idée que dans 'infiniment petit, toute fonction devient ...........

Mustration :

x4
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On observe que plus on se rapproche du point A, moins la courbe est incurvée, autrement plus elle est rectiligne.

La droite qui prolonge le petit segment tracé estla ............. a la courbe au point A. Le coefficient directeur

(la pente) de cette tangente est le nombre ........... de fena:

Au voisinage de a, la ............. d’ordonnées est & peu prés ................. ala............

le coefficient de proportionnalité étant le nombre dérivé ... :

d’abscisses,

( 1
flx)—fla) =~ (x—a) x ......
Tr—a
& J
Déﬁnition:
Etant donnée une application dérivable deena € R, la ................. de f en a, notée ..., est Pappli-

cation linéaire :
df(a): R — R

h +— f'(a) xh

Elle est aussi notée ..... .

M — f'(a) on a lim e(z) = 0.

r—a r—a
En multipliant par (z — a), on obtient : e(x)(x — a) = f(z) — f(a) — f'(a)(x — a),

Soit f(a) + f'(a)(z — a) + (z — a)e(z) = f(z).

En constatant que (z — a)e(x) =

En posant e(x) =

F@) = f(a) + f/(@)(x — a) + oz — a)
Il reste & poser h = x — a pour retrouver la formule de Taylor-Young & l'ordre 1 :

fla+h) = f(a) + fi(a)h+o(h)

(z — a), on retrouve le développement limité a Pordre 1 de f en a :
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°Q- Propriété
dfgpestune .......... ... de fena:
fla+h)—fla)= ........ —l—g(h)
On a lapproximation ........... suivante :
fla+h)= ... O (h)

2. Interprétation en termes de vitesses.

L’axe des abscisses est un sous-espace vectoriel de dimension . ... On peut donc confondre chaque vecteur de cet
axe avec son abscisse. Ainsi, lorsqu’on écrit h ot W est un vecteur appartenant & l’axe des abscisses, on écrit
en faite h x [@] ot [¢] est la coordonnée de @ (son ............. ).

Dérivée directionnelle

Soit @ un vecteur appartenant a I'axe des abscisses, a € R et f une fonction dérivable en a. On appelle
................................... de f en a suivant le vecteur 7, notée ....., la limite suivante :

o fatnT) — [(@)

im

h—0 h

- =
Exemple n°14 : On munit le plan R? du repére (O, 1,7 ) et on considére la fonction f définie sur R par
f(z) =In(z* 4+ 1). On a tracés deux tangentes a Cy aux points A et B :

A
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Intuitivement, la dérivée directionnelle D~ f(a) est la vitesse verticale instantanée au point A d’un point par-
courant la courbe représentative de f avec une vitesse horizontale . Ainsi, si au point A sa vitesse horizontale
est de —3 (vecteur W), alors, sa vitesse verticale en ce point est —3f'(3).

N * . »

-@-Proprlete
Etant donné une vecteur o appartenant & I'axe des abscisses, a un nombre réel et f une fonction dérivable
en a.

VII. Différentielle d’une fonction f: R? — R

Si toute courbe suffisamment lisse pour étre dérivable ressemble localement & une droite, alors on va VOiI‘_()]ug tOll;De
i,k

surface assez lisse ressemble localement & un plan. Pour ce faire, dans I'espace muni d’un repére (O, 1,7,
on va étudier la fonction :

7

f: 0,4 — R
(x,y) — sin(x) cos(y)

On rappelle que (z,y) € [0,4]? signifie € [0,4] et y € [0,4].
On note Sy la surface engendrée par f.

- —
On pose a = (2,1) un point du plan (O, 1,7 )
fla)= o a 0,1 pres

2
1 a 0,1 pres,
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Etude de la courbe bleue : Etude de la courbe verte :

Y

D?f(a) est la dérivée directionnelle de f en a = (2,1) | D f(a) est la dérivée directionnelle de f en a = (2,1)

. — : - ,
suivant le vecteur 7, on Vappellela ................. suivant le vecteur ¢, on 'appellela .................

de f par rapport & y, et on lanote ........ . de f par rapport & x, et on la note ........ .
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Les deux tangentes se coupant en A forment un
D

nloan 7
piait .

Dérivée directionnelle

= =
7. 7)

Soient U et a un vecteur et un point appartenant au plan (O, . Soit f une fonction définie sur un

voisinage de a & valeurs dans R.

fla+hd) ~ f(a)

Si la limite lin% existe et est finie, alors on dit que la fonction f est dérivable dans la
—

h
direction 7, et sa limite est appelée la ........ ... .. L. de f en a suivant le vecteur

7, et notée ..... .

) : i
0 ¢ R3, le vecteur U nest pas un vecteur de ’espace. Le vecteur U appartient au plan vectoriel ( i, ),
- =
7€]R2carf:DC(O, z,])—>IR.

Interprétation : la dérivée directionnelle D+ f(a) est la vitesse instantanée sur axe Oz au point A d’un point

parcourant la surface Sy avec une vitesse U dans le plan Oxy.
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%' REMARQUE

Dans un repére (O,

-
ty,J

=

0 0
b ’

I

Si f est différentiable en a, alors, pour tout vecteur U e (z , J ), le vecteur tangent ....................
est dans le plan tangent P. Mais, cette propriété n’est pas suffisante pour prouver que la fonction f est
différentiable en a.
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Déﬁnition:
Dans I’espace muni d’un repére (O, 1,7,k ), une fonction f définie sur un voisinage de a € (O, T, ) est
.................. en a si, et seulement si, il existe une application linéaire, notée ..... telle que pour tout

U € (7,7) ona:f(aJrﬁ) == 0000000000000000000000000000000000C

En posant a = ....... et W= ...... I’égalité précédente s’écrit :

Pour démontrer qu’une fonction est différentiable, on utilise la condition suffisante suivante :

Théoréme
| Si les dérivées partielles de f, par rapport & x et & y, existent et sont continues en a, alors f est .... en a.

N ., »
-@-Proprlete
) T A - = 77 . a . ) a ..
Dans ’espace muni d’'un repére (O, 1,7, k:), étant donné une fonction f définie sur un voisinage de

a € (O, t,] ), différentiable en a, et un vecteur e ( 1, ] ), en notant (z,y) les coordonnées du point q

dans le repére (O, 1,7 ) on a :
o df(a).(a,B) = «irii
© Daf(@) = o

O F(T 4 Yt B) =
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Exercice n° 14 :Détermine la différentielle des fonctions suivantes :

o flz,y) =52 —ay’ —1 e g(z,y) =yn(z +y) o h(z,y) =1n® (a*y?)

Exemple n° 16 : Détermine la différentielle de :

la fonction f: R?2 — R la fonction g: R? — R
(z,y) — @ (@,y) — y
df(x,y)(Z) e dg(x,y).(Z) e
. . -2 . . -2
Cette différentielle est notée ..... ) dx( 5 ) = Cette différentielle est notée ..... ; dy( 5 ) =
-\@’-Propriété
Etant donné une fonction f définie sur un voisinage de a € R?, différentiable en a, on a :
df(a) = ..o
Exemple n°17 : Si U = 22e¥/% alors AU = . ... ... oo
1. Plans tangents.
2
Exercice n° 15 : On considére la fonction f définie sur R? par f(z,y) = % +12. On note Sy la surface associée

a f, et A un point de Sy d’abscisse 2 et d’ordonnée 1.
1. Détermine la cote de A.

2. Détermine une équation cartésienne du plan tangent & Sy en A.

Exercice n°16 : On considére la fonction g définie sur R? par g(z,y) = 2y — 2> + y. On note S, la surface
associée a g, et A un point de S, d’abscisse —1 et d’ordonnée 2.

1. Détermine la cote de A.
2. Détermine une équation cartésienne du plan tangent & S, en A.

3. Détermine une équation cartésienne du plan tangent & Sy en B(—3,2,23).
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2. Approximation linéaire

Exercice n° 17 : On mesure la longueur, la largeur, et la hauteur d’une salle et on obtient les valeurs suivantes :
Longueur L = 10,24+ 0,1m ; Largeur { =7,70+0,08m ; Hauteur h = 3,17 + 0, 04m.

Calcule les dimensions suivantes en précisant leurs incertitudes absolues et relatives :
1. P: le périmétre de la salle;
2. S : la superficie de la salle;

3. V :le volume de la salle.

Exercice n° 18 : Soit f(z,y) = 2%y — 3y une fonction définie sur R2.
1. Calcule f(5,7).
2. Détermine la différentielle de f en (5,7).
3. Détermine f(5.12,6.85), autrement que par un calcul direct.

4. Compare 4 la valeur trouvée par un calcul direct.

VIII. Le gradient

Déﬁnition:

Soit f : R™ — R une fonction admettant des dérivées partielles. Le ........... de fenz="%xy,...,2,) €
R", noté gradf(z), est le vecteur :
of
—(z1,...,x
8:r1( ! n)
gradf(xy,...,z,) =
of
—(z1,...,x
31,‘”( b n)
Les physiciens et les anglo-saxons notent souvent ............. pour gradf(z). Le symbole ... se lit « nabla ».

Si les dérivées partielles sont en plus continues, alors la fonction f est différentiable et on sait que :

hy hi hi

ha ) ) ) ha ho
df(l') . ) = amflhl +85L.};h2++ag;fhn = < > . T e e e i .

hn, b, I
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—\@’-Pmpriété
| e est la matrice de la forme linéaire df(z).

-@’-Propriété
%
Etant donnée un fonction différentiable en z et A un vecteur de R"™, la dérivée .............. de f suivant
— — . .
le vecteur h est df(x)- h = ........... (produit scalaire).

Exemple n°18 :

e Si f(x,y) = 23y? alors ?f(x,y) T
e Si g(x,y) = eV alors ?g(x,y) S
e Si h(z,y,2) = 2% cos(yz) alors ?h(x,y,z) S P

e Si k(z,y,2) = 2% sin(y32?) alors ?k(a;,y,z) S PP

1. Tangentes aux lignes de niveau.

Soit f : R2 — R une fonction différentiable. On considére les lignes de niveau f(z,y) = k.
Exemple n°19 :

/’{u Sur la figure ci-contre, on considére la surface
/A définie par la fonction :

f: 00,32 — R

(z,y) — a? + 4

Dans le plan (Oxy) on a dessiner les lignes de
niveau de

T,y

<

x,

<

1
4
9
15

fz,y)
o flz,y)
fz,y)
f(z,y)

La ligne de niveau de f(x,y) = 9 correspond aux
points dont les coordonnées (x,y) sont solutions
de I’équation :

22 +9y?=9

°Q Propriété
I Le vecteur gradient gradf(xo,yo) est orthogonal a la ligne de niveau de f passant au point (zg, yo)-

P. DROUOT 29 FA18


https://www.pdrouot.fr/CNAM/TroisD/fig_6_lignesNiv.html

Exemple n° 20 : Sur le dessin suivant, la ligne de niveau passant par le point (xg,yo) est tracée en rouge. Un
vecteur tangent 7 en ce point et la tangente (7) a la ligne de niveau (en vert). Le vecteur gradient est un
vecteur du plan qui est orthogonal a la ligne de niveau en ce point (en bleu).

A chaque point du plan, on peut associer

un vecteur gradient. Ce vecteur gradient

est orthogonal & la ligne de niveau pas-

sant par ce point. Nous verrons juste apres

T comment savoir s’il est orienté « vers le
haut » ou « vers le bas ».

Exemple n° 21 : On considére l'ellipse d’équation cartésienne f(z,y) = 1522 — 20xy + 37y? — 40z + 22y = 239.

3 E.
Les deux points d’ordonnées —2 sont

()<= ()

1
@ Vf(w.y) = donc Vf(B) = (_186> et %%(3) ~ < )

%
Un vecteur ¢ tangent en B a donc pour coordonnées ( ) ou < )

P. DROUOT 30 FA18



2. Lignes de plus forte pente

Considérons les lignes de niveau f(z,y) = k d'une fonction f : R? — R. On se place en un point (z9,yp). On
cherche dans quelle direction se déplacer pour augmenter au plus vite la valeur de f.

°Q- Propriété

I Le vecteur gradient gradf(zo,yp) indique la direction de plus grande pente a partir du point (xg, yo)-

Autrement dit, si I'on veut, a partir d’un point donné (zg,yo) de niveau a, passer au niveau b > a le plus vite
possible, alors il faut démarrer en suivant la direction du gradient Vf(xo,yo).

2 Y
. Considérons un vecteur 7 de norme 1 faisant un angle 6
! avec le vecteur gradient en (zq, yo)
[
f=a
/ 0
- N
¥ f(x0,v0)
¥ (@0, o) Doy (0, 90) = Vi (x0,50) T = ||V f(z0,90)]| x [lo]] x cos(6)
(oo, ) =19 a0 ) cost6)

Donc, la pente D f(zo, yo) est maximale quand § = 0, donc dans la direction du vecteur gradient.

Exercice n° 19 : On considére la fonction f définie sur R? par f(z,y) = 223 + 2y 4 322 + y? — 362.

1. Quelle est la cote du point A d’abscisse 4 et d’ordonnée 1
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2. Détermine la différentielle de f.
3. Détermine la différentielle de f en (4,1).
4. Détermine un vecteur de norme 1 qui indique la pente maximale en (4,1).

5. A quelle courbe ce vecteur est-il orthogonal ?

Sur cette figure on a dessiner les vecteurs
gradients normeés (de norme 1) sur la courbe
de niveau z = 37.

Ces vecteurs indiquent la direction dans la-
quelle la fonction f croit le plus rapidement.

IX. Différentielle d’ordre 2.

1. Formule de Taylor.

ﬁThéoréme
Si f est une fonction définie sur un voisinage de (x,y) € R?, dont les dérivées partielles d’ordre 2 par rapport
dxetayexistent et sont ............... , alors :
e e . of 3f
e f est différentiable en (z,y) et sa différentielle est : df(z,y) = 9z de + — 5
y
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af f
3t 3k

e df est différentiable en (z,y) et la différentielle de df en (z,y) est sa différentielle d’ordre deux :

C’est une forme linéaire : df (z, y).(h)

d? 2fd d O°f d d O°f d d 2fd d
f(x,y) = 92 T ® :H_é?xay T ® y+8y YR :v+a 7 dy ® dy
: R & (e o f >’f o f
C’est une forme bilinéaire : d*f(z,y). ((1), () = Wac%— m(ad%— be) + oy —5bd
O f >*f >’f
2 hy (h 2 2
Et, d%(a,)- (), (1)) = 5.5h% + 2 Solk+ Gk

e La formule de Taylor a ’ordre 2 :

. / of 20°f o°f 282
f@+hy+k) = f(z, )+ha+’f@y+2<haxz+2hkaxay+k ) (H H)

& (@)-(}) @f @y)((1):(1)

2
Remarque : H (Z) H = h2 + k2

Exemple n° 22 : Ecris la formule de Taylor a I'ordre 2 de la fonction f définie sur R? par f(z,y) = 223+ 2y® +
322 + y% — 362.

On a vu que : g = 622 + 3% + 62 — 36 et ﬁ = 2xy + 2y.
Ox oy
Il reste O = ﬁ = et a2—f
droy P GgZ PG T

JZ A hy g k) = (g F et

2. Application a la recherche d’extremums.

On se limite & la recherche d’extremums d'une fonction f sur un ouvert U de R?. Nous étudierons en particulier
la fonction f définie sur R? par f(z,y) = 223 + xy? + 322 + y? — 362.

hDeﬁmtlon

Un point qui annule le gradient (différentielle nulle) de f s’appelle un point .............. de f.
ﬁThéoréme

Les extrema locaux d’une fonction différentiable sur un ouvert U de R? sont & chercher parmi ses points

critiques.

Exemple n° 23 : Recherchons les points critiques de f :

622 + y2 + 62 — 36
?f(l‘,y)z Ty o S (PN
2zy + 2y
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Deux cas se présentent :
0 A N Lt

0 a8 D10 2 1

On trouve 4 points critiques: A| 0 |, B| 0 |, C ,et D

N

| Un point critique n’est pas nécessairement un extremum.

Minimum Mazimum Point selle
On voit que le minimum On voit que les vecteurs gradients Un minimum suivant 'axe (Ozx)
repousse les vecteurs gradients. pointent bien vers le maximum. et un maximum suivant l'axe (Oy).

Pour savoir si I'un des quatre points un extremum ou pas, on va étudier pour chacun d’eux sa différentielle
d’ordre 2 :

@f () (1), (1)) = (120 + 6)h? + dyhk + (22 + 2)1?

e Etude du point A : d?f(=3,0) = ............. ... .. donc le développement de Taylor s’écrit :

e Etude du point B : d%f(2,0) = ............... .. donc le développement de Taylor s’écrit :
O N L e

FA R0 E) = f(2,0)
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e Etude du point C : d?f(—1,—6) = ..., .. donc le développement de Taylor s’écrit :

Fo b Ry B ) = e

e Etude du point D : d?f(—=1,6) = ..., donc le développement de Taylor s’écrit :

FoL b By B k) o e

X. Différentielle d’'une fonction f: R" — R?
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