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Exercice n°2 : Détermine £(e%)(s) pour quelles valeurs de s est-elle définie ?

1. Transformée de Laplace de fonctions usuelles

Le calcul de la transformation de Laplace a partir des définitions des fonctions usuelles n’est pas a
savoir. En revanche, les transformées les plus courantes doivent &tre connues. Dans d’autres cas,
le tableau des transformées vous sera donné. Vous devez donc connaitre les transformées de
Laplace suivantes :
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Il. Transformée de Laplace

Remarque : Dans la suite, on omettra la fonction échelon-unité U.
Autrement dit, on écrira £(f(t)) au lieu de L[f(t)U(t)]
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Remarque : Dans la suite, on omettra la fonction échelon-unité U.
Autrement dit, on écrira £(f(t)) au lieu de L[f(t)U(t)]
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Il. Transformée de Laplace

Remarque :

Dans la suite, on omettra la fonction échelon-unité U.

Autrement dit, on écrira £(f(t)) au lieu de L[f(t)U(t)]
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Il. Transformée de Laplace

Remarque :

Dans la suite, on omettra la fonction échelon-unité U.

Autrement dit, on écrira £(f(t)) au lieu de L[f(t)U(t)]

Rappel :
t ot t_ ot
ch(t) = Far@ ™ - sh(t) = %
Exemple n° 3 :
. 1 . 4! 4X3xX2x1 24
i L(e3)(s) = P iv. L(t4)(s) = 5= % =
. s 5! 5 X 24 120
I, L(COS(ﬂ't))(S) = m V. ,C(tS)(S) = 8—6 = 56 = ST
e [: . _ ™ -
iii. £(sin(rt))(s) = o vi. £(3)(s) =
. . . 1
Exercice n°3 : Démontre que L(sin(t))(s) = —
se+1
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Il. Transformée de Laplace

2. Propriétés de la transformée de Laplace

Propriété:
La transformée de Laplace est linéaire : pour tous nombres réels a et b, on a :

Llaxf+bxg)=axL(f)+bx L(g)
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Il. Transformée de Laplace
2. Propriétés de la transformée de Laplace

Propriété:
La transformée de Laplace est linéaire : pour tous nombres réels a et b, on a

Llaxf+bxg)=axL(f)+bx L(g)
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Il. Transformée de Laplace
2. Propriétés de la transformée de Laplace

Propriété:
ire : pour tous nombres réels a et b, on a :

La transformée de Laplace est linéaire :
Llaxf+bxg)=axL(f)+bx L(g)

Exemple n°4 :
. . _ 3 12
@ L(4sin(3t))(s) = 4 X L(sin(3t)) =4 X P10 -210

L(4t% — 3cos(2t) + 5e ") (s) = 4L(t?) — 3L (cos(2t)) + 5L(e™ )
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Il. Transformée de Laplace

2. Propriétés de la transformée de Laplace

Propriété:
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Il. Transformée de Laplace
Exercice n°4 : Démontre que L[ch(at)](s) =

s2 —a2’
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Il. Transformée de Laplace

Exemple n°5 :

® L[sin(2t)el] (s) =
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Il. Transformée de Laplace

Exemple n°5 :
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Il. Transformée de Laplace

Exemple n°5 :

. 2 . 2
(] E[Sln (2t) et] (3) = m car C[51n (Zt)] (s) = m
. 2
@ L[sin(2t)e ] (s) = GinZia

i) L:[cos (;t) eﬂ (s) = %

N

car £[cos (21| () =

w

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace.



Il. Transformée de Laplace

Exemple n°5 :

Q L[sin(2t)e'] (s) = ﬁ car Lsin (2t)] (s) = ﬁ
. 2
@ L[sin(2t)e ] (s) = Giiia
2 _9(s—2)
i ] £|:COS (gt) th} (s) = m
2 s
r Licos | =t = =
“ [ S<3 >]($) 2 (2)7

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace.



Il. Transformée de Laplace

Exemple n°5 :

2 2
(] C[Sin (2t) et] (s) = m car L[sin (2t)] (s) = m
. 2
@ L[sin(2t)e ] (s) = m
2 _ 9(s—2)
o~ {COS(?) e%] ()= o —2)2 14

car £{cos <gt>} (s) = s = s =
3 S (3) P HS

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 9/3



Il. Transformée de Laplace

Exemple n°5 :

2 2
(] C[Sin (2t) et] (s) = m car L[sin (2t)] (s) = m
. 2
@ L[sin(2t)e ] (s) = m
2 _ 9(s—2)
o~ {COS(?) e%] ()= o —2)2 14

s s 9s

2
car £{cos <§t>} (s) = 2 (%)2 = +§ = 957 14

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 9/3



Il. Transformée de Laplace

Exemple n°5 :

2 2
(] C[Sin (2t) et] (s) = m car L[sin (2t)] (s) = m
. 2
@ L[sin(2t)e ] (s) = m
2 _ 9(s—2)
o~ {COS(?) e%] ()= o —2)2 14

s s 9s

2
car £{cos <§t>} (s) = 2 (%)2 = +§ = 957 14

o L {cos (;t) e*Qt:| (s) =

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 9/3



Il. Transformée de Laplace

Exemple n°5 :

2 2
(] C[Sin (2t) et] (s) = m car L[sin (2t)] (s) = m
. 2
@ L[sin(2t)e ] (s) = m
2 _ 9(s—2)
o~ {COS(?) e%] ()= o —2)2 14

s s 9s

2
car £{cos <§t>} (s) = 2 (%)2 = +§ = 957 14

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 9/3



Il. Transformée de Laplace

Exemple n°5 :

. 2 . 2
(] £[31n (2t) et] (3) = m car C[51n (Zt)] (s) = m
. 2
@ L[sin(2t)e ] (s) = m
2 _ 9(s—2)
o~ {COS(?) e%] ()= o —2)2 14

s s 9s

2
£ 7t = = =
r {COS <3 >} (=) s2 + (%)2 s?2 + g 9s2 4 4

@ L[tet] (s) =

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace.



Il. Transformée de Laplace

Exemple n°5 :

. 2 . 2
(] £[31n (2t) et] (3) = m car C[51n (Zt)] (s) = m
. 2
@ L[sin(2t)e ] (s) = m
2 _ 9(s—2)
o~ {COS(?) e%] ()= o —2)2 14

car £{cos <gt>} (s) = s -5 9
3 T 824+ (2)7 7 s2+45 9244

@ Lltet](s) = ﬁ car L[t] (s) =

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace.



Il. Transformée de Laplace

Exemple n°5 :

. 2 . 2
(] £[31n (2t) et] (3) = m car C[51n (Zt)] (s) = m
. 2
@ L[sin(2t)e ] (s) = m
2 _ 9(s—2)
o~ {COS(?) e%] ()= o —2)2 14

car £{cos <gt>} (s) = s -5 9
3 T 824+ (2)7 7 s2+45 9244

@ cftet] (s) = ﬁ car L[1) (5) = =

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace.



Il. Transformée de Laplace

Exercice n°5 : Trouve

@ L(t% St) Q@ L(e" cos(5t))

@ L(e ?'sin(41)) @ ,c[[s cos(6t) — 5sin(6t)]e—2t]

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 10/3



Il. Transformée de Laplace

Exercice n°5 : Trouve

@ L(t% St) Q@ L(e" cos(5t))

@ L(e ?'sin(41)) @ ,c[[s cos(6t) — 5sin(6t)]e—2t]

Exercice n°6 :
s242

Démont L[cos?(t =G
@ Démontre que L[cos?(t)] (s) $3 + ds

@ Déduis-en L[cos?(t)e™t] (s)

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 10/3



Il. Transformée de Laplace

Exercice n°5 : Trouve

@ L(t% St) Q@ L(e* cos(5t))

@ L(e ?'sin(41)) ) ,c[[s cos(6t) — 5sin(6t)]e—2t]

Exercice n°6 :
s242

Démont L[cos?(t =G
@ Démontre que L[cos?(t)] (s) $3 + ds

@ Déduis-en L[cos?(t)e™t] (s)

Exercice n°7 : Détermine £ {cos (t — —)} (s).

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 10/3



Il. Transformée de Laplace

dThéoréme : du changement d’échelle

| Pour tout a > 0, si L(f(t)) = F(s) alors L[f(at)] = éF (2)

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 11/3



Il. Transformée de Laplace

ﬁThéoréme : du changement d’échelle
| Pour tout a > 0, si L(f(t)) = F(s) alors L[f(at)] = éF (2)

%{ Démonstration

| L[f(at)] =

S

S
démont L t =53
émontre que L[ cos(at)](s) 21 a2

E le n°6 :Sachant L =
xemple n achant que £(cos)(s) 21

a2 S

+1 2 11 s2+a?

eleent = Le(eon) (3) = L



Il. Transformée de Laplace

ﬁThéoréme : du changement d’échelle
| Pour tout a > 0, si L(f(t)) = F(s) alors L[f(at)] = éF (2)

Démonstration

| L[f(at)] = /O+Oof(at)e_5tdt =

S

S
démont L t =53
émontre que L[ cos(at)](s) 21 a2

E le n°6 :Sachant L =
xemple n achant que £(cos)(s) 21

a2 S

+1 2 11 s2+a?

eleent = Le(eon) (3) = L



Il. Transformée de Laplace

ﬁThéoréme : du changement d’échelle
| Pour tout a > 0, si L(f(t)) = F(s) alors L[f(at)] = éF (2)

Démonstration
| L[f(at)] = /0+Oof(at)e_5t dt = /()Jroof(u)efs(%)d(Z) -

S

S
démont L t =53
émontre que L[ cos(at)](s) 21 a2

E le n°6 :Sachant L =
xemple n achant que £(cos)(s) 21

a2 S

+1 541 s2+a?

eleent = Le(eon) (3) = L



Il. Transformée de Laplace

dThéoréme : du changement d’échelle

| Pour tout a > 0, si L(f(t)) = F(s) alors L[f(at)] = éF (2)

Démonstration

| Llf(at)] = /0 " fatye et ar = /0 +°°f(u>e*5<%>d(5):1 /0 " fwe v au

u=at

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace.



Il. Transformée de Laplace

dThéoréme : du changement d’échelle

| Pour tout a > 0, si L(f(t)) = F(s) alors L[f(at)] = éF (2)

Démonstration

| L[f(at)] = /0+Oof(at)e_5t dt = /O+Oof(u)e75(%)d(g> = l/‘O-'—Oof(u)ef(i)“ du

u=at

s
5241

s
s2+a?

Exemple n° 6 :Sachant que £(cos)(s) = démontre que L[ cos(at)](s) =

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 11/3



Il. Transformée de Laplace

dThéoréme : du changement d’échelle

| Pour tout a > 0, si L(f(t)) = F(s) alors L[f(at)] = éF (2)

Démonstration

| L[f(at)] = /0+Oof(at)e_5t dt = /O+Oof(u)e75(%)d(g> = l/‘O-'—Oof(u)ef(i)“ du

u=at

s
5241

s
s2+a?

Exemple n° 6 :Sachant que £(cos)(s) = démontre que L[ cos(at)](s) =

L[ cos(at)](s) =

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 11/3



Il. Transformée de Laplace

dThéoréme : du changement d’échelle

| Pour tout a > 0, si L(f(t)) = F(s) alors L[f(at)] = éF (2)

Démonstration

| L[f(at)] = /0+Oof(at)e_5t dt = /O+Oof(u)e75(%)d(g> = l/‘O-'—Oof(u)ef(i)“ du

u=at

s
5241

s
s2+a?

Exemple n° 6 :Sachant que £(cos)(s) = démontre que L[ cos(at)](s) =

L[ cos(at)](s) = %C(cos) (2) =

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 11/3



Il. Transformée de Laplace

dThéoréme : du changement d’échelle

| Pour tout a > 0, si L(f(t)) = F(s) alors L[f(at)] = éF (2)

Démonstration

| L[f(at)] = /0+Oof(at)e_5t dt = /O+Oof(u)e75(%)d(g> = l/‘O-'—Oof(u)ef(i)“ du

u=at

s
5241

s
s2+a?

Exemple n° 6 :Sachant que £(cos)(s) = démontre que L[ cos(at)](s) =

L[ cos(at)](s) = %C(cos) (7> == § =

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 11/3



Il. Transformée de Laplace

dThéoréme : du changement d’échelle
| Pour tout a > 0, si L(f(t)) = F(s) alors L[f(at)] = 1F (f)
a a

Démonstration
| L[f(at)] = /L]Jroof(at)e‘“ at =

Exemple n°6 :Sachant que £(cos)(s) = — i 1 démontre que L[ cos(at)](s) = %
s s2+a

clesenl = Le(eo) () = 2

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 11/3



Il. Transformée de Laplace

ﬁThéoréme : du changement d’échelle

| Pour tout a > 0, si L(f(t)) = F(s) alors L[f(at)] = éF (2)

Démonstration

+oo +oo “ +oo .
| L[f(at)] = / flat)e™stdt = / f(u)efs(ﬁ)d(g> = l/‘ f(u)ef(E)”du

0 u=at Jo a aJo

S 4 s
Exemple n° 6 :Sachant que £(cos)(s) = oy démontre que £ [ cos(at)](s) = g
[,[cos(at)} (s) = 1[l(cos) <f> _1 2 _ a,% _ s
T a a _a(§)2+1_2%+1_s2+a2

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 11/3



Il. Transformée de Laplace

3. La fonction I

@ Définition:

+oo
Pour tout réel a > 0, la fonction gamma, notée T" est définie par : I'(a) = / Lot 44
0

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 12/3



Il. Transformée de Laplace

3. La fonction I

Définition:

Pour tout réel a > 0, la fonction gamma, notée I est définie par : I'(«)

\

T A
Propriété:
Pour tout réel o > 1, et tout entier naturel n non nul :

e Na)=(a—1)I'(ax—1)




Il. Transformée de Laplace

3. La fonction I

Définition:

Pour tout réel a > 0, la fonction gamma, notée I est définie par : I'(«)

\

T A
Propriété:
Pour tout réel o > 1, et tout entier naturel n non nul :

e Na)=(a—1)I'(ax—1) e I'(1)=1




Il. Transformée de Laplace

3. La fonction I

Définition:

\

Pour tout réel o > 0, la fonction gamma, notée I' est définie par :

(a—1DN(a—1)

f‘_ . A

Propriété:

Pour tout réel o > 1, et tout entier naturel n non nul :

e I'la)=(a—1)I'(ax — 1) e I'(1)=1
%f Démonstration

—+oo 400 +oo
o I'(a) = / " le7tdt = [to‘_l (- e_t)] —/ (o — l)to‘_Q( —e Y dt
0 PP 0 0
=0



Il. Transformée de Laplace

3. La fonction I

\

Définition:

+oo
Pour tout réel a > 0, la fonction gamma, notée T" est définie par : I'(a) = / Lot 44
0

f‘_ . A
Propriété:
Pour tout réel o > 1, et tout entier naturel n non nul :
e I'la)=(a—1)I'(ax — 1) e I'(1)=1
%f Démonstration
+o0 + +oo
o I'(a) = / " le7tdt = [to‘_l (- e_t)] - —/ (o — l)to‘_Q( —e Y dt
0 PP 0 0
=0
=(a—1)I'(e—1)
4 oo —+ oo +
OF(l):/ toe_tdt:/ e_tdt:—[e_t] oo:—[O—l]:l
0 0 0

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 12/3



Il. Transformée de Laplace

Exemple n°7 : Calcule :

e I'(2) =

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 13/3



Il. Transformée de Laplace

Exemple n°7 : Calcule :

e I(2)=1xI(1) =

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 13/3



Il. Transformée de Laplace

Exemple n°7 : Calcule :

e IP(2)=1xTI(1) =1

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 13/3



Il. Transformée de Laplace

Exemple n°7 : Calcule :
oI'(2)=1xT(1)=1

o I'(5) =

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 13/3



Il. Transformée de Laplace

Exemple n°7 : Calcule :
oI'(2)=1xT(1)=1

e I'(5) =4 x I['(4) = 4 x 3I'(3) =

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 13/3



Il. Transformée de Laplace

Exemple n°7 : Calcule :
oI'(2)=1xT(1)=1

eI'5)=4xT(4) =4x3'(3) =4Xx3X2 =

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 13/3



Il. Transformée de Laplace

Exemple n°7 : Calcule :

e IP(2)=1xTI(1) =1

eI'5)=4xT(4) =4x3'(3) =4Xx3X2 =4X3X2X

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 13/3



Il. Transformée de Laplace

Exemple n°7 : Calcule :
oI'(2)=1xT(1)=1

eI'5)=4xT(4) =4x3'(3) =4Xx3X2 =4X3X2X
=4X3X2X1=24

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 13/3



Il. Transformée de Laplace

Exemple n°7 : Calcule :
oI'(2)=1xT(1)=1

eI'5)=4xT(4) =4x3'(3) =4Xx3X2 =4X3X2X
=4X3X2X1=24

e I'(8) =

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 13/3



Il. Transformée de Laplace

Exemple n°7 : Calcule :
oI'(2)=1xT(1)=1

eI'5)=4xT(4) =4x3'(3) =4Xx3X2 =4X3X2X
=4X3X2X1=24

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 13/3



Il. Transformée de Laplace

Exemple n°7 : Calcule :
oI'(2)=1xT(1)=1

eI'5)=4xT(4) =4x3'(3) =4Xx3X2 =4X3X2X
=4X3X2X1=24

I8 =TI=7TX6X5X4Xx3xXx2x1=

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 13/3



Il. Transformée de Laplace

Exemple n°7 : Calcule :
oI'(2)=1xT(1)=1

eI'5)=4xT(4) =4x3'(3) =4Xx3X2 =4X3X2X
=4X3X2X1=24

oT(8)=T!=7X6x5X4x3X2x1=5040

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 13/3



Il. Transformée de Laplace

Exemple n°7 : Calcule :
oI'(2)=1xT(1)=1

eI'5)=4xT(4) =4x3'(3) =4Xx3X2 =4X3X2X
=4X3X2X1=24

oT(8)=T!=7X6x5X4x3X2x1=5040

Propriété:
Pour tout tout entier naturel n non nul :
e '(n+1)=mn!




Il. Transformée de Laplace

Exemple n°7 : Calcule :
oI'(2)=1xT(1)=1

eI'5)=4xT(4) =4x3'(3) =4Xx3X2 =4X3X2X
=4X3X2X1=24

oT(8)=T!=7X6x5X4x3X2x1=5040

Propriété:
Pour tout tout entier naturel n non nul :
e N(n+1)=mn! oF(%):\/;

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 13/3



Il. Transformée de Laplace

Propriété:
Pour tout réel o > 1, et tout entier naturel n non nul :
e I'Na)=(a—1)I'(ax — 1) e I'(1)=1
Propriété:

Pour tout tout entier naturel n non nul :
e 'ln+1)=mn! -F(%):\/;

\

Exemple n° 8 : Calcule :

o I'(5) =

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 14/3



Il. Transformée de Laplace

Propriété:
Pour tout réel o > 1, et tout entier naturel n non nul :
e I'Na)=(a—1)I'(ax — 1) e I'(1)=1
Propriété:

Pour tout tout entier naturel n non nul :
e 'ln+1)=mn! -F(%):\/;

\

Exemple n° 8 : Calcule :

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 14/3



Il. Transformée de Laplace

Propriété:
Pour tout réel o > 1, et tout entier naturel n non nul :
e I'Na)=(a—1)I'(ax — 1) e I'(1)=1
Propriété:

Pour tout tout entier naturel n non nul :
e 'ln+1)=mn! -F(%):\/;

\

Exemple n° 8 : Calcule :

eI'5)=4!=4Xx3x2x1=

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 14/3



Il. Transformée de Laplace

Propriété:
Pour tout réel o > 1, et tout entier naturel n non nul :
e I'Na)=(a—1)I'(ax — 1) e I'(1)=1
Propriété:

Pour tout tout entier naturel n non nul :
e 'ln+1)=mn! -F(%):\/;

\

Exemple n° 8 : Calcule :

eI'5)=4!=4x3x2x1=24

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 14/3



Il. Transformée de Laplace

Propriété:

Pour tout réel o > 1, et tout entier naturel n non nul :
e I'Na)=(a—1)I'(ax — 1) e I'(1)=1
Propriété:

Pour tout tout entier naturel n non nul :

e 'ln+1)=mn! -F(%):\/;

Exemple n° 8 : Calcule :

eI'5)=4!=4x3x2x1=24

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 14/3



Il. Transformée de Laplace

Propriété:
Pour tout réel o > 1, et tout entier naturel n non nul :
e I'Na)=(a—1)I'(ax — 1) e I'(1)=1
Propriété:

Pour tout tout entier naturel n non nul :
e 'ln+1)=mn! -F(%):\/;

\

Exemple n° 8 : Calcule :

eI'5)=4!=4x3x2x1=24

oTB+H=02+Hr2+3) =

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 14/3



Il. Transformée de Laplace

Propriété:
Pour tout réel o > 1, et tout entier naturel n non nul :
e I'Na)=(a—1)I'(ax — 1) e I'(1)=1
Propriété:

Pour tout tout entier naturel n non nul :
e 'ln+1)=mn! -F(%):\/;

\

Exemple n° 8 : Calcule :

eI'5)=4!=4x3x2x1=24

rB+3)=(2+3)F(2+3)=(2+3)(0+3)r(1+3)

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 14/3



Il. Transformée de Laplace

Propriété:

Pour tout réel o > 1, et tout entier naturel n non nul :
e I'Na)=(a—1)I'(ax — 1) e I'(1)=1
Propriété:

Pour tout tout entier naturel n non nul :

e 'ln+1)=mn! -F(%):\/E

Exemple n° 8 : Calcule :

eI'5)=4!=4x3x2x1=24

SrB+3)=(2+3)F(2+3)=(2+3)(1+3)r+3)

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 14/3



Il. Transformée de Laplace

Propriété:
Pour tout réel o > 1, et tout entier naturel n non nul :
e I'Na)=(a—1)I'(ax — 1) e I'(1)=1
Propriété:

Pour tout tout entier naturel n non nul :
e 'ln+1)=mn! -F(%):\/;

\

Exemple n° 8 : Calcule :

oI'(5)=4!'=4X3Xx2x1=24
erB+3)=(2+3)F(2+3)=(2+3)(0+3)r+

) =

N[=
~—

=(2+3) (1+3)30(

N[=

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 14/3



Il. Transformée de Laplace

Propriété:
Pour tout réel o > 1, et tout entier naturel n non nul :
e I'Na)=(a—1)I'(ax — 1) e I'(1)=1
Propriété:

Pour tout tout entier naturel n non nul :
e 'ln+1)=mn! -F(%):\/;

\

Exemple n° 8 : Calcule :

eI'5)=4!=4x3x2x1=24

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 14/3



Il. Transformée de Laplace

\

Pour tout tout entier naturel n non nul :
e 'ln+1)=mn! -F(%):\/;

Propriété:
Pour tout réel o > 1, et tout entier naturel n non nul :
e I'(a)=(a—1)I'(ax— 1) e I'(1)=1
Propriété:

Exemple n° 8 : Calcule :

eI'5)=4!=4x3x2x1=24

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace.

14/3




Il. Transformée de Laplace

\

Pour tout tout entier naturel n non nul :
e 'ln+1)=mn! -F(%):\/;

Propriété:
Pour tout réel o > 1, et tout entier naturel n non nul :
e I'Na)=(a—1)I'(ax — 1) e I'(1)=1
Propriété:

Exemple n° 8 : Calcule :

eI'5)=4!=4x3x2x1=24

oIr'(3+3)=(2+3)T(2+3)=(2+3)(1+3)T(1+3)
5 3 1 15/
=(2+%)(1+%)%F(%)=§><§><§><\/;= s
OF(4+1>
S)=
M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace.

14/3




Il. Transformée de Laplace

Pour tout tout entier naturel n non nul :
e 'ln+1)=mn! -F(%):\/;

\

Propriété:
Pour tout réel o > 1, et tout entier naturel n non nul :
e I'Na)=(a—1)I'(ax — 1) e I'(1)=1
Propriété:

Exemple n° 8 : Calcule :

eI'5)=4!=4x3x2x1=24

°oT(3+3)=(2+3)F(2+3)= 2+3)(1+3)r(1+3)
5 3 1 154/
=(2+%)(1+%)%F(%)=§><§><§><\/;= s
OF(4+1>:1><3><5><7><\/F:
24
M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace.

14/3




Il. Transformée de Laplace

Pour tout tout entier naturel n non nul :
e 'ln+1)=mn! -F(%):\/;

\

Propriété:
Pour tout réel o > 1, et tout entier naturel n non nul :
e I'Na)=(a—1)I'(ax — 1) e I'(1)=1
Propriété:

Exemple n° 8 : Calcule :

eI'5)=4!=4x3x2x1=24

or(4+%>:1X3X5X7Xﬁ:105ﬁ

24 16
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Il. Transformée de Laplace

Propriété:
Pour tout tout entier naturel n non nul :
e I(n+1)=mn! e T (3) =7

Exemple n° 8 : Calcule :
eI'5)=4!=4x3x2x1=24
ST+l =TTy =+

=(2+3)(1+3)3T(3) =

_1X3X5XT7TX/7m 1057
- 24 16

N | =
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Propriété:
Pour tout tout entier naturel n non nul :
e I(n+1)=mn! e T (3) =7

Exemple n° 8 : Calcule :
eI'5)=4!=4x3x2x1=24
ST+l =TTy =+

=(2+3)(1+3)3T(3) =

)_1><3><5><7><\/?_105\/F

OF(4+ 24 16
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Exemple n° 8 : Calcule :
eI'5)=4!=4x3x2x1=24
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Il. Transformée de Laplace

Propriété:
Pour tout entier naturel n > 0,

1 1X3X5X...X(2n4+1)
'(in+-)= 7 (n facteurs
<"+2> TR O G )
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Propriété:
Pour tout entier naturel n > 0,

1 1X3X5X...X(2n4+1)
'(in+-)= 7 (n facteurs
<"+2> TR O G )

I1X3Xb5XT7TX9

Exemple n°9 : I'(5,5) = 25
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Il. Transformée de Laplace

Propriété:
Pour tout entier naturel n > 0,

1 1X3X5X...X(2n4+1)
'(in+-)= 7 (n facteurs
<"+2> TR O G )

1X3X5XT7TX9 945
v = VT

Exemple n°9 : I'(5,5) = 25 32
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Il. Transformée de Laplace

Propriété:
T(a+1)

Pour tout a > —1, L(t*) = pros,
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Propriété:
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Pour tout a > —1, L(t*) = pros,

Exemple n° 10 :

r4) 3! 6
o L()=-i =i
r'(6

oﬁ(t5):%:

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 17/3



Il. Transformée de Laplace

Propriété:
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Pour tout a > —1, L(t*) = pros,

Exemple n° 10 :

r@4) 3! 6
re) s
o [,(t5) = ST = 5—6 —
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Propriété:
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Exemple n° 10 :

r4) 3 6
3) — — —
°L(t)_ST_$7_$7
re) 5! 120
5) — — —
°L(t)*sT_?6_sT
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Propriété:
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Propriété:
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Pour tout a > —1, L(t*) = pros,

Exemple n° 10 :

r@4) 3! 6
e e
rg) 5' 120
L= T e T e
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Propriété:
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Pour tout a > —1, L(t*) = —atl
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3\ — .
o L()=-i =i
re) 5! 120
5) — —
L= T e T e
1X3X5XT
r4 IXBXEXT
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Il. Transformée de Laplace

Propriété:

T'(a+1)
Pour tout o« > —1, L‘,(t‘l) = ——
Exemple n° 10 :
r4) 3! 6
3) — — _
O R
r®6) 5! 120
5) — — _
L= T W T e
o L(t3%) = r'(4,5) _ %45” _ 105/
54,5 34,5 1684\/5
r(1+3) 3V«
° [j(\/f) - - 12 _ 2 _
sitz s/
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5) — — _
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Propriété:
T(a+1)

Pour tout a > —1, L(t*) = pros,

Exemple n° 10 :

r4) 3 6
3) — — —
e e
re) 5! 120
5) — — —
L) = T e T e
o () = TS5 _ ST 105y/7
Tos%5 T gh5 T 165445
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Propriété:

T'(a+1)
Pour tout o« > —1, L‘,(t‘l) = ——
Exemple n° 10 :
r4) 3! 6
3) — — _
O R
I'(6) 5! 120
5) — — _
L= T W T e
1X3X5XT
o L(t3%) = r'(4,5) _ et _ 105/
545 545 16s44/s
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Propriété:
T(a+1)

Pour tout a > —1, L(t*) = pros,

Exemple n° 10 :

r4) 31 6
3) _ — —
e e
re) 5 120
5) _ — —
L) = T e T e
1X3X5XT
o 5y = T5) | PEEET_ 10svw
4,5 545 16s%4/s
(141 1
° E(\/{): ( +12) — 2\/; — \/;
s1t3 s+/8 2s4/s
1x3
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Il. Transformée de Laplace

Propriété:
T(a+1)

Pour tout a > —1, L(t*) = pros,

Exemple n° 10 :

r4) 3! 6
3\ — .
o L()=-i =i
re) 5! 120
5) — .
L= T e T e
1X3X5XT7T
o £(29) = r(4,5) _ 50" _ 1057
4,5 545 16s%4/s
(1 1 1
oﬁ(\/Z): ( +12):2\/;: VT
s1t3 s+/8 2s4/s
1X3
o vy D@D HEVE sy
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Il. Transformée de Laplace

Propriété:

Tla+1
Pour tout a > —1, L(t*) = %
Exemple n° 10 :
r@4) 3! 6
3) — — —
e e
re) 5! 120
5) — — —
L) = T e T e
o () = TS5 _ PP 105y7
45 545 165%4/s
ra+1i) iux T
o (v = it _avr_ Vm
s1t3 s+/8 2s4/s
1X3
(2,5 T 3
° L‘,(t\/i) _ ( ) ) _ 22 o \/F

25 T s2./5s  4s2\/s
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Il. Transformée de Laplace

Propriété:
T(a+1)

Pour tout a > —1, L(t*) = pros,

Exemple n° 10 :

r4) 3! 6
3\ — .
o L()=-i =i
re) 5! 120
5) — .
L= T e T e
1X3X5XT7T
o £(29) = r(4,5) _ 50" _ 1057
4,5 545 16s%4/s
(1 1 1
oﬁ(\/Z): ( +12):2\/;: VT
s1t3 s+/8 2s4/s
1X3
o vy D@D HEVE sy
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Il. Transformée de Laplace

Propriété:

oy L(a+1)
Pour tout o« > —1, L‘,(t ) = ——
Exemple n° 10 :
r'(4) 3! 6
3) — — _
O R
I'(6) 5! 120
5) — — _
L= T W T e
o L(t3%) = r(4,5) %45” _105y/7
Costs T 545 T 16s%4/s
r(1+3) VT e
° [L(\/Z) — - 12 _ 2 _ Nz
sttsz s/s 25+/s
1x3
(2,5 b 3
oﬁ(tﬁ):(’):22 _ \/;
82’5 82\/5 452\/§
1 _1\ _I(0,5)
° ﬁ(%) 7£(t 2> g0 T
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Il. Transformée de Laplace

Propriété:

r 1
Pour tout a > —1, L(t*) = %
Exemple n° 10 :
r@) 3! 6
3) _ _
e e
re) 5! 120
5) _ _
L) = T e T e
o () = TS5 _ PP 105y7
45 545 165%4/s
ra+1i) iux T
o (v = it _avr_ Vm
s1t3 s+/8 2s4/s
1x3
2,5 ™ 3/
) L(t\/i) = (2,5 ) = 222 = \2/_
52 s24/s 4s2./s
° ﬁ(i) = g(t‘%) _I©5) _v=
Vi 50,5 NG
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Il. Transformée de Laplace

Maintenant, prolongeons le domaine de validité de nos calculs en utilisant la formule
INa) =(a—1I'(a—1),

I'(«)

c'est-a-dire : T'(a — 1) = P soit I'(a) =
o —
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Il. Transformée de Laplace

Maintenant, prolongeons le domaine de validité de nos calculs en utilisant la formule
INa) =(a—1I'(a—1),

c'est-a-dire : T'(a — 1) = % soit I'(«x) = w
1\ _T(3)
oI'(—=) = = —2/7
(-3) —1
3 _T(-3) -—2ym 2x2
,p(,,)_ —%2 - -3 ix3Y"
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Il. Transformée de Laplace

Maintenant, prolongeons le domaine de validité de nos calculs en utilisant la formule
INa) =(a—1I'(a—1),

F(a)l soit I'(a) = Mla+1)

c'est-a-dire : '(a— 1) = —=
o — «

3 r(-%i) —2y@ 2x2
I'f—= = 2 = =
° ( ) -2 -2 ix3V™
2% 2
( 5) r(-3) ix3V”
e I'( —— = = =
2 _5 _5
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Il. Transformée de Laplace

Maintenant, prolongeons le domaine de validité de nos calculs en utilisant la formule
INa) =(a—1I'(a—1),

F(a)l soit I'(a) = Mla+1)

c'est-a-dire : '(a— 1) = —=
o — «

3 r(-%) —2y7@ 2x2
I'f—= = 2 = =
° ( ) -3 -2 ix3V™
2 x 2
s (5 71“(—%)_1><3\/7_r _2x2x2 o
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Il. Transformée de Laplace

Maintenant, prolongeons le domaine de validité de nos calculs en utilisant la formule
INa) =(a—1I'(a—1),
I'(o)

I'a+1
c'est-a-dire : T'(a — 1) = P soit I'(a) = Plat+1)
o —

3 r(—1) —2y7 2x2
oI'(-2) = = =
( ) -3 -2 ix3V™
2 X2
so (8T8 axsYT _2x2x2 o
2/ -8 = -5 T 1x3x5
Par contre,

o I'(1) =T°(0) x 0 et il en résulte que I'(0) doit étre infini.

M. Drouot CNAM - Transformée de Laplace. 18/3



Il. Transformée de Laplace

Maintenant, prolongeons le domaine de validité de nos calculs en utilisant la formule
INa) =(a—1I'(a—1),
I'(o)

r 1
c'est-a-dire : T'(a — 1) = P soit I'(a) = Plat+1)
o —

3 r(-%) —2y7@ 2x2
r(=2)= 2) _ _
° ( ) -3 -2 ix3V™
2 x 2
s (5 71“(—%)_1><3\/7_r _2x2x2 o
2/ - = -5 1xX3x5

Par contre,
o I'(1) =T(0) x O et il en résulte que I'(0) doit &tre infini.
e I'(0) =T'(—1) x (—1) et il en résulte que I'(—1) doit é&tre infini.
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Maintenant, prolongeons le domaine de validité de nos calculs en utilisant la formule
INa) =(a—1I'(a—1),
I'(o)

r 1
c'est-a-dire : T'(a — 1) = P soit I'(a) = Plat+1)
o —

3 r(—1) —2y7 2x2
eI'(—=) = = =
( ) -3 -2 ix3V™
2x2
or( 2 ,F(—%)_lxsﬁ _2x2x2 o
2/ -2 B -5 1Xx3X%X5
Par contre,

o I'(1) =T°(0) x 0 et il en résulte que I'(0) doit étre infini.
e I'(0) =T'(—1) x (—1) et il en résulte que I'(—1) doit é&tre infini.
o I'(—1) =T'(—2) x (—2) et il en résulte que I'(—1) doit &tre infini.
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Il. Transformée de Laplace

M. Drouot

En fait, en prolongeant la fonction I' au
nombres complexes, en reprenant

—+o0
I'(z) :/ t*~te~t dt pour R(z) > 0,
0
elle peut &tre prolongée  analytique-
ment en une fonction méromorphe sur

C\ {0;-1;-2;-3;...}, dont le module est
représenté ci-contre.

Il s’en suit la propriété suivantes :
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Il. Transformée de Laplace

En fait, en prolongeant la fonction I' au
nombres complexes, en reprenant

“+oo
I(z) = / t*~te~t dt pour R(z) > 0,
0

elle peut &tre prolongée  analytique-
ment en une fonction méromorphe sur
C\ {0;-1;-2;-3;...}, dont le module est
représenté ci-contre.

Il s’en suit la propriété suivantes :

Propriété:

1 2X2x2x...%x2
Pour tout entier naturel n > 0, I’ (fn + 5) = (—-1)"™ x Vv ()

1x3x5x%x...x(2n—1)
facteurs)
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Il. Transformée de Laplace

nghéoréme : de dérivation
Soit f une fonction C*°(R).
o L(f')(s) = sL(f)(s) — f(0)
o L(f")(s) = s*L(f)(s) — s£(0) — f'(0)




Il. Transformée de Laplace

nghéoréme : de dérivation
Soit f une fonction C*°(R).
o L(f')(s) = sL(f)(s) — f(0)
o L(f")(s) = s*L(f)(s) — s£(0) — f'(0)
o L(f")(s) = s*L(f)(s) — s*F(0) — sf'(0) — f"(0)




Il. Transformée de Laplace

nghéoréme : de dérivation
Soit f une fonction C*°(R).
c C(f)(v)*bﬂ(f)( ) — f(0)
L(f")(s) = s*L(f)(s) — s£(0) = f'(0)
L(f")(s) = s3L(f)(s) — s> f(0) — sf'(0) — f"(0)

k
o c(f<k+1>)(s = SSHL(F)(s) = S 5P r D (0)
=0
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Il. Transformée de Laplace

nghéoréme : de dérivation
Soit f une fonction C*°(R).
c C(f)(v)*éﬁ(f)( ) — f(0)
L(f")(s) = s*L(f)(s) — s£(0) = f'(0)
L(f")(s) = s3L(f)(s) — s> f(0) — sf'(0) — f"(0)

k
o L(FEFV)(s) = sHHL(F)(5) = Y s *D(0)
=0

Exercice n°8 : Démontre que
@ L(f')(s) =sL(f)(s) — £(0)
@ Déduis-en L(f")(s) = s2L(f)(s) — sf(0) — f'(0)

Exercice n°9 : Retrouve la transformée de Laplace du cosinus a partir de celle du sinus.

CNAM - Transformée de Laplace.

M. Drouot
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Y ty=e

Considérons I'Equation Différentielle
y(0) =1

Ona L[y] =
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Il. Transformée de Laplace

Y ty=e

Considérons I'Equation Différentielle
y(0) =1

On a L[y'] = sL[y] (s) — y(0) =
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Il. Transformée de Laplace

Y ty=et
y(0) =1
Ona L[y'] = sL[y] (s) — y(0) = sL[y] (s) — 1

Considérons I'Equation Différentielle {
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Il. Transformée de Laplace

y+y=el
y(0) =1
Ona L[y'] = sL[y] (s) — y(0) = sL[y] (s) — Let L[e’] =

Considérons I'Equation Différentielle {
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Il. Transformée de Laplace

/ — At
Considérons I'Equation Différentielle yty=e
y(0)=1
1
Ona L[y'] = sL[y] (s) — y(0) = sL[y] (s) — Let L[e’] = T
s _
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Il. Transformée de Laplace

y+y=el

y(0) =1

Ona L[y'] = sL[y] (s) — y(0) = sL[y] (s) — Let L[e’] =
Laplace de I'ED est :

Considérons I'Equation Différentielle {

1donc, la transformée de
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Il. Transformée de Laplace

y+y=el

y(0) =1

Ona L[y'] = sL[y] (s) — y(0) = sL[y] (s) — Let L[e’] =
Laplace de I'ED est :

Considérons I'Equation Différentielle {

1donc, la transformée de
s —

sLyl (s) =1+ Lly] =

s—1
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Il. Transformée de Laplace

y+y=el

y(0) =1

Ona L[y'] = sL[y] (s) — y(0) = sL[y] (s) — Let L[e’] =
Laplace de I'ED est :

Considérons I'Equation Différentielle {

donc, la transformée de

s—1

sL[y] (s) — 1+ L[y]

(s + DLW (5) = b1=
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Il. Transformée de Laplace

y+y=el

y(0) =1

Ona L[y'] = sL[y] (s) — y(0) = sL[y] (s) — Let L[e’] =
Laplace de I'ED est :

Considérons I'Equation Différentielle {

1donc, la transformée de
s —

SC) () —1+ L =
(s+DLWIGs) = —— 1=
e = T
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Il. Transformée de Laplace

Considérons I'Equation Différentielle {

Laplace de I'ED est :
sLly] (s) — 1+ L[y]
(s+ LIyl (s)

Lly] (s)

Donc, il faut retrouver la fonction y qui dans le domaine de Laplace s'écrit

M. Drouot

y+y=el
y(0) =1
Ona L[y'] = sL[y] (s) — y(0) = sL[y] (s) — Let L[e’] =

1donc, la transformée de
s —

1
s—1
1 11— s
s—1 s—1
s
(s—D+1)

(s —D(+1)
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Il. Transformée de Laplace

y+y=el

y(0) =1

Ona L[y'] = sL[y] (s) — y(0) = sL[y] (s) — Let L[e’] =
Laplace de I'ED est :

Considérons I'Equation Différentielle {

1donc, la transformée de

1
sLlyl(s) =1+ Ly =
s—1
1 s
(s+ 1Ly (s) = +1=
s—1 s—1
s
L s) = —F
[yl (s) GoDGTD
s
Donc, il faut retrouver la fonction y qui dans le domaine de Laplace s'écrit ——————.
(s —1)(s+1)

Pour ce faire, il faut savoir revenir au domaine temporel en inversant la transformée de Laplace.
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