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III. Matrice d'une application linéaire.

Soient E et F deux espaces vectoriels surR, et f une application de E dans F . Une application

f est linéaire si et seulement si

∀(−→u ,−→v ) ∈ E2, f(−→u +−→v ) = f(−→u ) + f(−→v )

∀λ ∈ R, ∀−→u ∈ E, f(λ · −→u ) = λ · f(−→u )

On note L(E,F ) l'ensemble des applications linéaires de E dans F .

Cette application linéaire est appelée :

isomorphisme de E dans F lorsque f est bijective ;

forme linéaire sur E si F est de dimension 1, autrement dit, si F = RRR.

Dé�nition:

M. Drouot CNAM - Dérivées partielles. 2 / 12



III. Matrice d'une application linéaire.

Soient E et F deux espaces vectoriels surR, et f une application de E dans F . Une application

f est linéaire si et seulement si

∀(−→u ,−→v ) ∈ E2, f(−→u +−→v ) = f(−→u ) + f(−→v )

∀λ ∈ R, ∀−→u ∈ E, f(λ · −→u ) = λ · f(−→u )

On note L(E,F ) l'ensemble des applications linéaires de E dans F .

Cette application linéaire est appelée :

isomorphisme de E dans F lorsque f est bijective ;

forme linéaire sur E si F est de dimension 1, autrement dit, si F = RRR.

Dé�nition:

M. Drouot CNAM - Dérivées partielles. 2 / 12



III. Matrice d'une application linéaire.

Soient E et F deux espaces vectoriels surR, et f une application de E dans F . Une application

f est linéaire si et seulement si

∀(−→u ,−→v ) ∈ E2, f(−→u +−→v ) = f(−→u ) + f(−→v )

∀λ ∈ R, ∀−→u ∈ E, f(λ · −→u ) = λ · f(−→u )

On note L(E,F ) l'ensemble des applications linéaires de E dans F .

Cette application linéaire est appelée :

isomorphisme de E dans F lorsque f est bijective ;

forme linéaire sur E si F est de dimension 1, autrement dit, si F = RRR.

Dé�nition:

M. Drouot CNAM - Dérivées partielles. 2 / 12



III. Matrice d'une application linéaire.

Soient E et F deux espaces vectoriels surR, et f une application de E dans F . Une application

f est linéaire si et seulement si

∀(−→u ,−→v ) ∈ E2, f(−→u +−→v ) = f(−→u ) + f(−→v )

∀λ ∈ R, ∀−→u ∈ E, f(λ · −→u ) = λ · f(−→u )

On note L(E,F ) l'ensemble des applications linéaires de E dans F .

Cette application linéaire est appelée :

isomorphisme de E dans F lorsque f est bijective ;

forme linéaire sur E si F est de dimension 1, autrement dit, si F = RRR.

Dé�nition:

M. Drouot CNAM - Dérivées partielles. 2 / 12



III. Matrice d'une application linéaire.

Soient E et F deux espaces vectoriels surR, et f une application de E dans F . Une application

f est linéaire si et seulement si

∀(−→u ,−→v ) ∈ E2, f(−→u +−→v ) = f(−→u ) + f(−→v )

∀λ ∈ R, ∀−→u ∈ E, f(λ · −→u ) = λ · f(−→u )

On note L(E,F ) l'ensemble des applications linéaires de E dans F .

Cette application linéaire est appelée :

isomorphisme de E dans F lorsque f est bijective ;

forme linéaire sur E si F est de dimension 1, autrement dit, si F = RRR.

Dé�nition:

M. Drouot CNAM - Dérivées partielles. 2 / 12



III. Matrice d'une application linéaire.

Soient E et F deux espaces vectoriels surR, et f une application de E dans F . Une application

f est linéaire si et seulement si

∀(−→u ,−→v ) ∈ E2, f(−→u +−→v ) = f(−→u ) + f(−→v )

∀λ ∈ R, ∀−→u ∈ E, f(λ · −→u ) = λ · f(−→u )

On note L(E,F ) l'ensemble des applications linéaires de E dans F .

Cette application linéaire est appelée :

isomorphisme de E dans F lorsque f est bijective ;

forme linéaire sur E si F est de dimension 1, autrement dit, si F =

RRR.

Dé�nition:

M. Drouot CNAM - Dérivées partielles. 2 / 12



III. Matrice d'une application linéaire.

Soient E et F deux espaces vectoriels surR, et f une application de E dans F . Une application

f est linéaire si et seulement si

∀(−→u ,−→v ) ∈ E2, f(−→u +−→v ) = f(−→u ) + f(−→v )

∀λ ∈ R, ∀−→u ∈ E, f(λ · −→u ) = λ · f(−→u )

On note L(E,F ) l'ensemble des applications linéaires de E dans F .

Cette application linéaire est appelée :

isomorphisme de E dans F lorsque f est bijective ;

forme linéaire sur E si F est de dimension 1, autrement dit, si F = RRR.

Dé�nition:

M. Drouot CNAM - Dérivées partielles. 2 / 12



III. Matrice d'une application linéaire.

1. Etude d'une application linéaire de RRR333 dans RRR333.

Exemple : On munit R3 de sa base canonique E =
(−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)
et on considère l'application :

f : R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→ (2x+ y , x+ z , 3x+ z)

f(
−→
i ) = f(1, 0, 0) = (2, 1, 3) = 2

−→
i + 1

−→
j + 3

−→
k

f(
−→
j ) = f(0, 1, 0) = (1, 0, 0) = 1

−→
i + 0

−→
j + 0

−→
k

f(
−→
k ) = f(0, 0, 1) = (0, 1, 1) = 0

−→
i + 1

−→
j + 1

−→
k

Considérons la matrice A dont les colonnes sont constituées des coordonnées des vecteurs f
(−→ei ) :

A =


f(

−→
i ) f(

−→
j ) f(

−→
k )

2 1 0

1 0 1

3 0 1

 on a :

2 1 0

1 0 1

3 0 1


︸ ︷︷ ︸

mat

E
(f)

x

y

z

 =



2x+ y

x+ z

3x+ z


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1. Etude d'une application linéaire de RRR333 dans RRR333.

Exemple : On munit R3 de sa base canonique E =
(−→
i ,
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k
)
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III. Matrice d'une application linéaire.
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III. Matrice d'une application linéaire.

1. Etude d'une application linéaire de RRR333 dans RRR333.
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−→
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III. Matrice d'une application linéaire.

2. Etude d'une forme linéaire dé�nie sur RRR333.

Exemple : On munit R3 de sa base canonique E =
(−→
i ,

−→
j ,

−→
k
)
et on considère l'application :

f : R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→ x− z

f(
−→
i ) = f(1, 0, 0) = 1

f(
−→
j ) = f(0, 1, 0) = 0

f(
−→
k ) = f(0, 0, 1) = − 1

Considérons la matrice A dont les colonnes sont constituées des coordonnées des vecteurs f
(−→ei ) :

A =
(f(−→i ) f(

−→
j ) f(

−→
k )

1 0 −1
)

on a :
(
1 0 −1

)
︸ ︷︷ ︸

mat

E
(f)

x

y

z

 =
(

x− z

)
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III. Matrice d'une application linéaire.

2. Etude d'une forme linéaire dé�nie sur RRR333.

Exemple : On munit R3 de sa base canonique E =
(−→
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−→
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III. Matrice d'une application linéaire.

2. Etude d'une forme linéaire dé�nie sur RRR333.
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III. Matrice d'une application linéaire.

2. Etude d'une forme linéaire dé�nie sur RRR333.
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III. Matrice d'une application linéaire.
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III. Matrice d'une application linéaire.

2. Etude d'une forme linéaire dé�nie sur RRR333.
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III. Matrice d'une application linéaire.

2. Etude d'une forme linéaire dé�nie sur RRR333.
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III. Matrice d'une application linéaire.

2. Etude d'une forme linéaire dé�nie sur RRR333.
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III. Matrice d'une application linéaire.

3. Cas général :

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension �nie, E =
(−→e1,−→e2, . . . ,−→ep) une base de E et

F =
(−→
f1,

−→
f2, . . . ,

−→
fn
)
une base de F . Soit f est une application linéaire de E dans F .

Soient −→x ∈ E et son image −→y ∈ F par f .

Dans la base F de F , les f(−→ej ) s'écrivent de manière unique :

f
(−→ej) = n∑

i=1

ai,j
−→
fi , pour tout j = 1, . . . , p.

Dans la base E : −→x =

p∑
j=1

xj
−→ej

Dans la base F : −→y = f(−→x ) =

n∑
i=1

yi
−→
fi

f
(−→x ) =

p∑
j=1

xjf
(−→ej) = p∑

j=1

xj

n∑
i=1

ai,j
−→
fi =

n∑
i=1

 p∑
j=1

ai,jxj

−→
fi

=

n∑
i=1

yi
−→
fi


donc yi =

p∑
j=1

ai,jxj
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III. Matrice d'une application linéaire.

Cette égalité se traduit matriciellement par :



y1
y2
.
.
.

yi
.
.
.

yn


=



f
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... f
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.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.

ai,1 ai,2 . . . ai,j . . . ai,p
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.

an,1 an,2 . . . an,j . . . an,p


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.

.

.

xj
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.

.

xp


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.

La matrice (ai,j)1≤i≤n
1≤j≤p

est appelée matrice de f relativement aux bases E et F , et est notée

mat
E,F

(f)

Dé�nition:
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III. Matrice d'une application linéaire.

Exemple :

Si f : R2 −→ R

(x, y) 7−→ (4x+ 7y)
alors mat

R2,R
(f) =

(f(−→e1

)
f
(−→e2

)
. . . . . .

)

où

−→e1 = . . . . . . et −→e2 = . . . . . .

f
(−→e1) = . . . et f

(−→e2) = . . .

Si g : R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→ (3x+ y , 5z − 2y)
alors mat

R3,R2
(g) =

(f
(−→e1

)
f
(−→e2

)
f
(−→e3

)
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .

)

car f(x, y, z) =

(
3x+ 1y + 0z

0x−2y + 5z

)

où

−→e1 = (1, 0, 0) , −→e2 = (0, 1, 0) , et −→e3 = (0, 0, 1)

f
(−→e1) = (

3

0

)
, f
(−→e2) = (

1

−2

)
, et f

(−→e3) = (
0

5

)
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III. Matrice d'une application linéaire.

4. Propriétés

Soient E, F , et G trois espaces vectoriels de dimension �ni. E est muni d'une base E, F d'un

base F , et G d'une base G.
Pour tout f ∈ L (E,F ), g ∈ L (F,G), mat

E,G

(
g ◦ f

)
=

(
mat
F,G

(g)

)(
mat
E,F

(f)

)
Autrement dit, composer deux applications linéaires revient à multiplier leurs matrices dans

le même ordre.

Propriété:
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III. Matrice d'une application linéaire.

Exemple : Détermine, si c'est possible, algébriquement et matriciellement g ◦ f et f ◦ g où

f : R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→ (x+ y, z − 2y)
et

g : R2 −→ R

(x, y) 7−→ x− y

� Etude de g ◦ f :

(g ◦ f)(x, y, z) = g
(
f(x, y, z)

)
= g(

x+ y

,

z − 2y

) = (x+ y)− (z − 2y) = x+ 3y − z

g ◦ f :

R3

f−→

R2

g−→

R

(x, y, z) 7−→

(x+ y, z − 2y)

7−→

(x+ y)− (z − 2y) = x+ 3y − z

En munissant les espaces vectoriels de leur base canonique :

mat (g)mat (f) =
(

1 − 1

)(

1 1 0
0 − 2 1

)
=
(

1 3 − 1

)
= mat

(
g ◦ f

)
� Etude de f ◦ g :

f ◦ g n'est pas dé�nie, car l'espace d'arrivée de g est R qui est di�érent de l'espace de

départ de f qui est R3.
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III. Matrice d'une application linéaire.

Exercice no 1 : Détermine algébriquement et matriciellement g ◦ f et f ◦ g où

f : R2 −→ R3(
x

y

)
7−→

x+ y

x− y

−x

 et

g : R3 −→ R2x

y

z

 7−→
(

−x

2y + z

)

� Etude de g ◦ f :

(g ◦ f)(x, y) = g
(
f(x, y)

)
= g

x+ y + z

x− y

−x

 =

g ◦ f : R2 f−→ R3 g−→ R2(
x

y

)
7−→

 x+ y

x− y + z

−x

 7−→

En munissant les espaces vectoriels de leur base canonique :

mat (g)mat (f) =

 1 1
1 −1
−1 0


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2y + z

)

� Etude de f ◦ g :

(f ◦ g)(x, y) = f
(
g(x, y, z)

)
= f

x+ y + z

x− y

−x

 =

f ◦ g : R2 f−→ R3 g−→ R2xx

y

y

 7−→

 x+ y

x− y + z

−x

 7−→

En munissant les espaces vectoriels de leur base canonique :

mat (f)mat (g) =

xx

y

y


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III. Matrice d'une application linéaire.

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension �ni, et f un isomorphisme de E dans F .

Si E est muni d'une base E et F d'un base F alors :

mat
F,E

(
f−1

)
=

(
mat
E,F

(f)

)−1

Autrement dit, la matrice de la bijection réciproque de f est la matrice inverse de f .

Propriété:
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