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2. Dérivée d'une fonction composée.

Si f est dérivable sur un intervalle I et g l'est sur l'intervalle f(I), alors g ◦ f
est dérivable sur I et

(g ◦ f)′ = (g′ ◦ f) × f ′ écrit autrement :
[
g(f(x))

]′
= g′(f(x)) × f ′(x)

Théorème
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Exercice no 1 : Dérive les fonctions composées suivantes :

1 si f(x) = esin(x) alors f ′(x) =

esin(x)cos(x)

2 si f(x) = ecos(x) alors f ′(x) = −ecos(x) sin(x)

3 si f(x) = sin
(
ex
)
alors f ′(x) = cos

(
ex

)
ex

4 si f(x) = cos
(
ex
)
alors f ′(x) = − sin

(
ex

)
ex

En appliquant le théorème, on obtient :

Fonction Dérivée

eu(x)

u′(x)eu(x)

cos
(
u(x)

)

−u′(x) sin
(
u(x)

)

sin
(
u(x)

)

u′(x) cos
(
u(x)

)
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3. Dérivation partielle.

On appelle dérivée partielle d'une fonction de plusieurs variables par rapport à
l'une d'elles, la dérivée ordinaire de cette fonction par rapport à cette variable.

Dé�nition:
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Exercice no 2 : Calcule les dérivées partielles de chacune des fonctions suivantes :

1. f(x, y) = x2 − 2y3 + 1

∂f

∂x
(x, y) =

∂

∂x

(
x2

)
︸ ︷︷ ︸

2x

− ∂

∂x

(
2y3

)
︸ ︷︷ ︸

0

+
∂

∂x
(1)︸ ︷︷ ︸
0

= 2x

∂f

∂y
(x, y) =

∂

∂y

(
x2

)
︸ ︷︷ ︸

0

− ∂

∂y

(
2y3

)
︸ ︷︷ ︸

2×3y2

+
∂

∂y
(1)︸ ︷︷ ︸
0

= − 6y2

2. g(x, y) = xy2 − 3x+ 7y

∂g

∂x
(x, y) =

∂

∂x

(
xy2

)
︸ ︷︷ ︸

1×y2

− ∂

∂x
(3x)︸ ︷︷ ︸
3

+
∂

∂x
(7y)︸ ︷︷ ︸
0

= y2 − 3

∂g

∂y
(x, y) =

∂

∂y

(
xy2

)
︸ ︷︷ ︸

x×2y

− ∂

∂y
(3x)︸ ︷︷ ︸
0

+
∂

∂y
(7y)︸ ︷︷ ︸

7×1

= 2xy + 7
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Exercice no 2 : Calcule les dérivées partielles de chacune des fonctions suivantes :

4. r(x, y) = e2x+3y

∂r

∂x
(x, y) =

∂

∂x
(2x+ 3y)︸ ︷︷ ︸

2

e2x+3y = 2e2x+3y

∂r

∂y
(x, y) =

∂

∂y
(2x+ 3y)︸ ︷︷ ︸

3

e2x+3y = 3e2x+3y
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Exercice no 2 : Calcule les dérivées partielles de chacune des fonctions suivantes :

5. s(x, y) = e8xy
2

∂s

∂x
(x, y) =

∂

∂x

(
8xy2

)
︸ ︷︷ ︸

8×1×y2

e8xy
2

= 8y2e8xy
2

∂s

∂y
(x, y) =

∂

∂y

(
8xy2

)
︸ ︷︷ ︸

8x×2y

e8xy
2

= 16xye8xy
2
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∂y
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∂

∂y

(
x2

)
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exy + x2 ∂

∂y
(exy)︸ ︷︷ ︸

xexy

= x2 × xexy = x3exy
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Exercice no 2 : Calcule les dérivées partielles de chacune des fonctions suivantes :

12. o(x, y) = sin
(
3x− y2

)

∂o

∂x
(x, y) =

∂

∂x

(
3x− y2

)
× cos

(
3x− y2

)
= 3 cos

(
3x− y2

)
∂o

∂y
(x, y) =

∂

∂y

(
3x− y2

)
× cos

(
3x− y2

)
= −2y cos

(
3x− y2

)
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4. Dérivation partielle de fonctions composées.

Soient f(x, y) = x2y où x(t) = sin(t) et y(t) = cos(t) alors f(t) = sin2(t) cos(t)

La fonction f ne dépendant que de la variable t, donc au lieu de noter
∂f

∂t
on note

df

dt
, car il ne s'agit plus d'une dérivation partielle.

df

dt
= f ′(t) =

[
sin2(t)

]′
cos(t) + sin2(t)

(
− sin(t)

)
=

[
2 cos(t) sin2−1(t)

]
cos(t) − sin3(t)

= 2 cos2(t) sin(t) − sin3(t)
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∂f

∂t
on note

df

dt
, car il ne s'agit plus d'une dérivation partielle.

df

dt
= f ′(t) =

[
sin2(t)

]′
cos(t) + sin2(t)

(
− sin(t)

)
=

[
2 cos(t) sin2−1(t)

]
cos(t) − sin3(t)

= 2 cos2(t) sin(t) − sin3(t)
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1 Soit z = f(x, y) où x = g(r, s) et y = h(r, s) alors z = f
(
g(r, s), h(r, s)

)
et

∂z

∂r
=

∂z

∂x

∂x

∂r
+

∂z

∂y

∂y

∂r
et

∂z

∂s
=

∂z

∂x

∂x

∂s
+

∂z

∂y

∂y

∂s

2 En général, si u = f(x1, . . . , xn) où x1 = g1(r1, . . . , rp), . . . , xn = gn(r1, . . . , rp)
on a :

∂u

∂rk
=

∂u

∂x1

∂x1

∂rk
+

∂u

∂x2

∂x2

∂rk
+ . . .+

∂u

∂xn

∂xn

∂rk

Di�érentiation des fonctions composées

Retrouvons avec cette formule le résultat précédent :

f(x, y) = x2y où x(t) = sin(t) et y(t) = cos(t)

df

dt
=

∂f

∂x

∂x

∂t
+

∂f

∂y

∂y

∂t
= 2xy ×

∂x

∂t
+ x2 ×

∂y

∂t

= 2xy × cos(t) + x2 × (− sin(t)) = 2 sin(t) cos(t) cos(t) − (sin2(t)) sin(t)

= 2 cos2(t) sin(t) − sin3(t)
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Exercice no 3 :z = exy
2
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Exercice no 5 :U = z sin
(
y
x

)
où x = 3r2 + 2s , y = 4r − 2s3, et z = 2r2 − 3s2.

Calcule
∂U

∂r
et

∂U

∂s
∂U

∂r
=

∂U

∂x

∂x

∂r
+

∂U

∂y

∂y

∂r
+

∂U

∂z

∂z

∂r

=

[
z × −y

x2
cos

(y
x

)]
× 6r +

[
z × 1

x
cos

(y
x

)]
× 4 +

[
sin

(y
x

)]
× 4r

= −6ryz

x2
cos

(y
x

)
+

4z

x
cos

(y
x

)
+ 4r sin

(y
x

)
=

[
4z

x
− 6ryz

x2

]
cos

(y
x

)
+

4z

x
+ 4r sin

(y
x

)
∂U

∂s
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∂U

∂x

∂x

∂s
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∂U

∂y

∂y

∂s
+

∂U

∂z

∂z

∂s

=

[
z × −y

x2
cos

(y
x

)]
×2+

[
z × 1

x
cos

(y
x

)]
× (−6s2)+

[
sin

(y
x

)]
× (−6s)

= −2yz

x2
cos

(y
x

)
− 6s2z

x
cos

(y
x

)
− 6s sin

(y
x

)
= − 1

x

[
2yz

x
+ 6s2z

]
cos

(y
x

)
− 6s sin

(y
x

)
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Exercice no 6 :Si x = r cos(θ) et y = r sin(θ) démontre que :(
∂V

∂x

)2

+

(
∂V

∂y

)2

=

(
∂V

∂r

)2

+
1

r2

(
∂V

∂θ

)2
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∂r
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∂V

∂x
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∂r
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cos(θ) +

∂V

∂y
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r cos(θ)
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∂r
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cos(θ)
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∂V

∂x
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∂y
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∂x
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∂y
cos(θ) sin(θ)

+
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∂V
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)2
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∂V

∂y

)2

cos2(θ)− 2
∂V

∂x
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∂y
cos(θ) sin(θ)

=

(
∂V

∂x
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cos2(θ) + sin2(θ)
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(
∂V
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cos2(θ) + sin2(θ)

]
=

(
∂V

∂x

)2

+

(
∂V

∂y

)2
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5. Dérivées partielles d'ordre supérieur.

Si f(x, y) admet des dérives partielles en tout point (x, y) d'un domaine, alors
∂f

∂x
et

∂f

∂y
sont

elles-mêmes des fonctions de x et y qui peuvent aussi avoir des dérivées partielles. Ces dérivées

secondes se notent :

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
=

∂2f

∂x2
,

∂

∂y

(
∂f

∂y

)
=

∂2f

∂y2
,

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
=

∂2f

∂x∂y
, et

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
=

∂2f

∂y∂x
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Exemple : f(x, y) = 5x3 + 3xy2

∂f

∂x
=

15x2 + 3y2

∂f

∂y
= 6xy

∂2f

∂x2
= 30x

∂2f

∂y2
= 6x

∂2f

∂y∂x
= 6y

∂2f

∂x∂y
= 6y
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Exemple : f(x, y, z) = xyz − x2y3

∂f

∂x
=

yz − 2xy3

∂f

∂y
= xz − 3x2y2

∂f

∂z
= xy

∂2f

∂x2
= −2y3

∂2f

∂y2
= −6x2y

∂2f

∂z2
= 0

∂2f

∂y∂x
= −6xy2 + z

∂2f

∂x∂y
= −6xy2 + z

∂2f

∂x∂z
= y

∂2f

∂z∂x
= y

∂2f

∂y∂z
= x

∂2f

∂z∂y
= x

Si
∂2f

∂x2
et

∂2f

∂y2
existent et sont continues, alors

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x

Théorème : Schwarz
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6. Fonctions implicites.

Exercice no 7 :Si


U = x3y

x5 + y = t

x2 + y3 = t2
calcule

∂U

∂t

Corrigé :
dU

dt
=

∂U

∂x

∂x

∂t
+

∂U

∂y

∂y

∂t
= 3x2y

∂x

∂t
+ x3 ∂y

∂t

Les deux dernières équations dé�nissent x et y comme des fonctions implicites de t, on va les

dérivées par rapport à t :

En posant : g(x, y) = x5 + y l'équation la deuxième équation du système s'écrit : g(x, y) = t.

Dérivons cette équation par t :
∂g

∂x

∂x

∂t
+

∂g

∂y

∂y

∂t
= 1 soit 5x4 dx

dt
+ 1×

dy

dt
= 1. En faisant de

même avec la troisième on obtient :
5x4 dx

dt
+ 1×

dy

dt
= 1

2x
dx

dt
+ 3y2 ×

dy

dt
= 2t

On applique la méthode de Cramer pour trouver
dx

dt
et

dy

dt
.

dx

dt
=

∣∣∣∣ 1 1
2t 3y2

∣∣∣∣∣∣∣∣5x4 1
2x 3y2

∣∣∣∣ =
3y2 − 2t

15x4y2 − 2x
et

dy

dt
=

∣∣∣∣5x4 1
2x 2t

∣∣∣∣∣∣∣∣5x4 1
2x 3y2

∣∣∣∣ =
10x4t− 2x

15x4y2 − 2x

dU

dt
= 3x2y ×

3y2 − 2t

15x4y2 − 2x
+ x3 ×

10x4t− 2x

15x4y2 − 2x
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Exercice no 8 :Si


u2 − v = 3x+ y

u− 2v2 = x− 2y

1− 8uv ̸= 0

calcule
∂u

∂x
,
∂v

∂x
,
∂u

∂y
, et

∂v

∂y
.

Dérivons les equations par rapport à x, en considérant u et v comme des fonctions de x et y :

En posant :

� f(x, y) = u2(x, y) − v(x, y), on a :
∂f

∂x
=

∂u2

∂u
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∂v
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∂x
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∣∣∣∣3 −1
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∣∣∣∣∣∣∣∣2u −1
1 −4v

∣∣∣∣ =
1− 12v

1− 8uv
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∂v

∂x
=

∣∣∣∣2u 3
1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣2u −1
1 −4v
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2u− 3

1− 8uv
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∂y
=

∣∣∣∣ 1 −1
−2 −4v

∣∣∣∣∣∣∣∣2u −1
1 −4v

∣∣∣∣ =
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1 −4v

∣∣∣∣ =
−4u− 1

1− 8uv
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Exercice no 9 :Si z3 − xz − y = 0, montre que
∂2z

∂x∂y
= −

3z2 + x

(3z2 − x)3

La variable z dépend des variables indépendantes x et y et posons f(x, y, z) = z3−xz − y = 0

(1)
∂f

∂x
= 3z2

∂z

∂x
−x

∂z

∂x
− z = 0 donc

∂z

∂x
=

z

3z2 − x
(3)

(2)
∂f

∂y
= 3z2

∂z

∂y
−x

∂z

∂y
− 1 = 0 donc

∂z

∂y
=

1

3z2 − x
(4)

Méthode no 1 : On dérive (3) par rapport à y :

∂2z

∂y∂x
=

∂z

∂y
× (3z2 − x)− z

∂

∂z
(3z2 − x)

(3z2 − x)2
=

∂z

∂y
× (3z2 − x)− z

(
3× 2

∂z

∂y
z2−1 − 0

)
(3z2 − x)2

=

∂z

∂y

[
3z2 − x− 6z2

]
(3z2 − x)2

=

∂z

∂y

[
− 3z2 − x

]
(3z2 − x)2

on utilise (4) et on obtient :

∂2z

∂x∂y
= −

3z2 + x

(3z2 − x)3
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