\CORRIGE’ DE LA FEUILLE DE REVISION\

Exercice n°1 : Dans l'espace vectoriel R? muni de la base base & = (e—f,e_g,e_;»,)), on considére la forme

quadratique ¢, définie par : q(x, vy, 2) = 5x? — 4y — 8zy + Syz + 26x2 + 522
1. Applique la méthode de décomposition de Gauss avec cette forme quadratique Q(z, vy, 2)
q(z,y,2) = —4y? + y(—8x + 82) + 5a? + 26wz + 527
= —4[y? + y(2z — 22)] + 5a? + 262z + 52*
(y + (z — z))2 — (z — 2)2} + 522 + 2622 + 522
=4 _y + (z — z)} ’ +4(z — 2)% + 522 + 2622 + 522

- 2
=4 :L'—&—y—z} + 922 + 18x2 + 922

- 2 2 2
=—4 m+y—z} +9[$2+2$2+22} :—4[$—|—y—z} +9{J;—|—z}

_>

— = - —
2. On note F, la base (fl, fo, fg) associée a ta décomposition de Gauss. Détermine [fl]g, [

f2]57 et [f3]g'
En posant ¢(X,Y, Z) = —4X? + 9Y? dans la base F, on a :

= =

el &, |&],
X T T+y—=z 1 1 -1 T
Y =Ps ||y =z +z|=| 1 0 1 y
Z) 15 z) | ¢ z 0 0 1 z
P

11 faut déterminer Pg]: = (]3]5:)71 : On échelonne :

11 -1[10 0 1 1 —-1[1 00
10 1010 [0 -1 2|=11 0|Lr
00 1001/ \o 0 1[0 01
On réduit :
— — —
[ 1}5 [h]g ['3}5
1 1 0] 1 0 1\rZ+Ls (1 0 0[0 1 —1\LitLe 0 |
0 -1 0|-1 1 —2)z-2t5 (0 1 0|1 -1 2 |-, etePf=[ 1 -1 2
0 0 10 0 1 00 1|0 0 1 0 0 1

3. La base F est-elle orthogonale 7

NOH,CaI‘ﬁ'gZOX1+1X(—1)—|—Ox0:—17£0

Exercice n° 2 : Dans I'espace vectoriel R? muni de la base base a, on considére la forme quadratique :
q(z,y,z) = ba? — 4y® — 8zy + 8yz + 2622 + 522,

1. Détermine la matrice B de la forme bilinéaire b associée a la forme quadratique gq.

5 —4 13
B=|-4 -4 4
13 4 5
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2. Calcule le polynoéme caractéristique de la matrice B.

55—t —4 13

—4—t 4 —4 4 —4 —4-—t
T B B B e
13 4 5_ ¢ 4 5—t 13 5—t 13 4
12136 44—72 13t+36
—t346t24+31t—180 16t—288 169t4+-468
= —t3 4 6t + 216t
3. Détermine ses valeurs propres.
—13 + 6t2 + 216t = (—t2 + 6t + 216)t donc une valeur propre est A\; = 0.
—6 4+ 30 -6 — 30
—t2 4+ 6t 4216 = 0, A = 900 d’ou Ay = ;2 =126t dg=——— =18
4. Détermine les sous-espaces propres.
T Y z T Y z 0 T Y z 0
5—0 —4 13 |0 5 —4 13 |0 5 —4 1310
e Etudede Eg : | 4 —-4-0 4 |0 0 —36 72 |0 |5L+4Ly 0 —1 2 |0]Ly/36
13 4 5-010 0 72 —14410/5L3-13L; \O O 0 |0/ L3+2L,
-1
br =4y — 132 = —5 = —
z est une variable libre, * v : : v : . Ey= 2
Yy =2z Yy =2z 1
xr Yy z x Yy z x Yy z
5412 —4 13 |0 17 —4 13 |0 -1 2 1 [0\ Ly/4
e Etude de F_q12 : —4 —4+12 4 0 -4 8 410 17 —4 13|01,
13 4 5412 |0 13 4 1710 13 4 1710
T Y z
-1 2 110
0 30 30 |0 | Le+17Ly
0 30 30|0/ Lz+13L,
-1
e 2 —_ —
z est une variable libre, v ytz “ . E_ 9= -1
Yy=—z 1
x Yy z x Yy z x Yy z
5—18 —4 13 |0 -13 —4 13 |0 -2 =11 2 |0\ Lo/2
e Etude de Eq5: —4 —4-18 4 0 -4 =22 4 |0 -13 —4 13 |0 |1,
13 4 5—-18 10 13 4 —=1310 13 4 —=1310
T Y z
-2 =11 210
0 135 0|0 |2L,-13L4
0 —135 0|0/ 2L34+13L,

rT=2z
z est une variable libre, { 0 Fig = <
y =

— = =

0

1

)

1

5. On note g8 = (bl, ba, b3) la famille constituée de trois vecteurs propres de la forme bilinéaire b tels que :
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- . LN
e Dy soit un vecteur propre associé a la valeur propre nulle;

1

e by soit un vecteur propre associé  la plus petite valeur propre;

1

e b3 soit un vecteur propre associé a la plus grande valeur propre;
= =
e by, bo, et b3 aient une cote (un z) égale a 1.

1

-1 -1 1
(a) Donne les coordonnées [b_1>]a, [b—g]a, et [b_g]a [b_1>]a = 2], [b—g]a =|-11,et [b—;;]a =10
1 1 1

(b) Pourquoi la famille § est une base ? Vérifie par un calcul. Car, 8 est une famille de vecteurs propres.

Veérifions : On écrit le systéme )\117—1> + )\2(?2 + )\36—3> = 6> :
A1 A2 A3 M A2 A3
-1 -1 110 1 -2 010 z=0
2 -1 010 0 —3 2|0])Le+2L1 {y=0
11 100/ \o o0 2|0/ |._y

B est libre, donc elle engendre un sous-espace vectoriel de dimension 3. La famille 8 est une base
de R3.

6. Cette base est-elle orthogonale ? Vérifie. Oui, car une base constituée de vecteurs propres est orthogonale

-1 -1 -1 1 -1 1
Vérification : | 2 |- | -1 =0, 2 |-10|] =0,et | —-1]-]10]| =0.
1 1 1 1 1 1

7. On note (z,y, z) les coordonnées dans la base «, et (X,Y, Z) les coordonnées dans la base £3.

-1 -1 1
(a) Quelle est la matrice de passage de la base o & la base 57 pPl=1 2 0
1 1 1
(b) Détermine la matrice de la forme bilinéaire b dans la base .
-1 2 1 5 —4 13 -1 -1 1
mat(f) ="PIBP = -1 —1 1|[-4 -4 14 2 -1 0
’ 1 0 1/ \13 4 5/\1 1 1
0 0 0 -1 -1 1 0 0 O
=112 12 —-12 2 -1 0)=[(0 =36 O
18 0 18 1 1 1 0O 0 36
(¢) Quelle est la matrice de passage de la base § a la base a7 pPg = (PO’?)_1
On échelonne :
-1 -1 111 0 0 -1 -1 1|1 0 0
2 -1 0 10 0 =3 22 1 0]|La+214
1 1 1|0 0 1 0 0 2|1 0 1) Ls+I4
On réduit :
111
—2 =2 0|1 0 —1\2-Ls /=6 0 0]1 —2 —1\sz,2m, (1 0 O} =5 3 §\-L/6
0 -3 0|1 1 —1|Lo—Ls 0 -3 0|1 1 -1 01 0|—3 —% %|-L/3
0 0 2|1 0 1 0O 0 2|1 0 1 00 1]L 0 Lmpe
1 -1 2 1
Pg‘zf -2 =2 2
6
3 0 3
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(d) Exprime x, y, et z en fonction de X, Y et Z. Y =P/ ||Yy donc ¢ y=2X -Y
2/ 1, Z) 14 r=X+Y+7Z
(e) Comment la forme quadratique q(X,Y, Z) s’¢crit-elle dans la base 3?7 ¢(X,Y,Z) = —36Y?2 + 362>
X z X=t(-z+2y+2)
(f) Exprime X,Y, et Z en fonction de z, y, et z. Y =Pg ||y donc{ Y = %(—x —y+2)
Z) 1 ) Ja Z=3(x+2)

(g) Déduis-en la forme quadratique ¢(x,y, z) comme une différence de carrées dans la base a?
]2

ﬁ@yzy——%[;Gm—y+zﬂz+%[;@+242——4}m—y+d2+9h+z
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