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En physique, certaines quantités sont modélisées sous la forme de nombres réels
comme la température ou la tension électrique, on les appelle des scalaires.

D’autres quantités, comme la force, la vitesse, ou I'accélération possédent a la fois
une amplitude et une direction. On les représente par des vecteurs.
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|. Espace vectoriel R™.

En algébre linéaire, les vecteurs sont des matrices colonnes. Il ne faudra pas I'oublier lors des
calculs. Mais, pour des raisons de mise en page, dans cette fiche, on les écrira souvent en ligne.
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(?77) — ?-i-?:(T1+Z/1,772+Z/2-,~--,an-&-yn)
@ Une loi externe X définie par :

RxR* — R"
(a,?) — GX?Z(G,I17GJ,’2,A..7(1I”)

Définition:

| R™ muni de ces deux lois, est un espace vectoriel sur R.

On dit que (R™, +, X) est un R—espace vectoriel, noté R—ev.

M. Drouot BUT GCCD - Algébre linéaire. 2/47



|. Espace vectoriel R™.

Graphiquement, on réprésente les vecteurs par des fléches de la facons suivantes :
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|. Espace vectoriel R™.

Lorsqu’on mélange la loi interne (I'addition) et la loi externe (la multiplication par un scalaire),
on obtient :

Définition:

Etant donnés k vecteurs ’LL_1>,U,2, ..., et u_k> On dit que le vecteur W est une combinaison
linéaire des vecteurs a1, a3, ..., et uj s'il existe k scalaires a1, as, ..., a, tels que :
E?:OJ ><u_1>+a2><172>+...+ak><1713
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|. Espace vectoriel R™.
Définition:

Etant donnés k vecteurs u_f,uz7 ..., et u_;z On dit que le vecteur W est une combinaison
linéaire des vecteurs ui,u3,..., et uj, s'il existe k scalaires a1, az, ..., ay, tels que :
ﬁ:m ><u_1>+a2><u_2>+...+ak><u—;;

Exemple n°1 :

On constatequeﬁ:...7+...7
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|. Espace vectoriel R™.
Définition:

Etant donnés k vecteurs uf,u3, ..., et uj. On dit que le vecteur W est une combinaison
linéaire des vecteurs 17{,175, ..., et u_Z s'il existe k scalaires a1, as,...,a, tels que :

U:alxm%»agxﬁ%».“#»akxu-,:

Exemple n°1 :
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On constate que w = 57 +... 0
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(27

6 2
On constate que w = 37 — 5?

7

T_\IRemarque
Si W est une combinaison linéaire d'un seul vecteur @, alors W = a X U et on dit que
W et W sont colinéaires. La colinéarité est un cas particulier des combinaisons linéaires.

Géomeétriquement, la colinéarité de deux vecteurs correspond au parallélisme des fléches
qui les représentent.
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un sous-espace vectoriel £ de R™ est une partie de I'espace vectoriel R™ qui est stable
par combinaison linéaire :

VU €EENU €EEVaeR,VOER, aW +bW € E

Remarque : VU € E se lit : « Pour tout vecteur @ de E »
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1. Sous-espaces vectoriels engendrés par un vecteur o :
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1. Sous-espaces vectoriels engendrés par un vecteur o :
Deux cas se présentent :
@ Siw =0 alors E = <7> = R 0 qui est le sous-espace vectoriel nul.
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Il. Sous-espaces vectoriels de R".
‘Defmltlon

| () est la droite vectorielle engendrée par .

7

E FRemarque

Etant donnée deux droites (D) et (£), on note :
o Dle sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs contenus dans (D) ;
° ? le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs contenus dans (£).

Les droites (D) et (€) sont paralléles si et seulement si B=7¢
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Il. Sous-espaces vectoriels de R".

@Si W et ¥ ne sont pas colinéaires, alors P = (W, 7)) = R + R est un plan vectoriel :

Z.

e\

fAttention !

Il n'y a pas d'origine, le couple (%, ') n'est pas un repére. Nous verrons plus tard que ce
couple est une base du plan vectoriel P.
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et A

Exemple n° 2 : On considére la droite D = (A, d) ot d

wl= DN
u‘g — N
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3 B
z
3+
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Il. Sous-espaces vectoriels de R".

On note B = <7> la droite vectorielle engendrée par 7
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

L . , . — —
Considérons le sous-espace vectoriel engendré par les trois vecteurs @, b,et ?=d+3b

suivants :

7
W
7“0
@

_)
Les vecteurs @ et b engendrent un
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Considérons le sous-espace vectoriel engendré par les trois vecteurs @, b,et ?=d+3b
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

L . , . — —
Considérons le sous-espace vectoriel engendré par les trois vecteurs @, b,et ?=d+3b
suivants :

7
W
7“0
@

- . . ., \
Les vecteurs @ et b engendrent un plan vectoriel, car ils ne sont pas colinéaires. Les trois
. .. P i
vecteurs engendrent le méme plan vectoriel, car 2 est une combinaison linéaire de @ et b :

(2,3,2)=(a, )
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Considérons le sous-espace vectoriel engendré par les trois vecteurs @, b,et ?=d+3b
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En résumé, dans la famille (7, b 7?), le vecteur W a pour coordonnées
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Si on se tente de répérer le vecteur W avec la famille de vecteurs (7, b ,7), on
se retrouve avec au moins trois coordonnées différentes pour le méme vecteur.

M. Drouot BUT GCCD - Algébre linéaire. 26 /47



I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

. - B’
En résumé, dans la famille (7, b 7?), le vecteur W a pour coordonnées

13 71
5 3 15
2), 10 |et|?¢
0 2 4
3 15

Si on se tente de répérer le vecteur W avec la famille de vecteurs (7 b 7) on

se retrouve avec au moins trois coordonnées différentes pour le méme vecteur.
Or un systéme de coordonnées se doit d’attribuer un et un seul n-uplet (couple,
triplet, etc.) de coordonnées a un vecteur.

M. Drouot BUT GCCD - Algébre linéaire. 26 /47



I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

. - B’
En résumé, dans la famille (7, b 7?), le vecteur W a pour coordonnées

13 71
) 3 15
2), 10 |et|?¢
0 2 4
3 15

Si on se tente de répérer le vecteur W avec la famille de vecteurs (7 7, 7), on
se retrouve avec au moins trois coordonnées différentes pour le méme vecteur.
Or un systéme de coordonnées se doit d’attribuer un et un seul n-uplet (couple,
triplet, etc.) de coordonnées a un vecteur.

La raison pour laquelle, nous obtenons des coordonnées différentes pour un méme
vecteur est que le plan vectoriel dont il est issu est bien engendré par la famille des

%
trois vecteurs (77 b ,7),

M. Drouot BUT GCCD - Algébre linéaire. 26 /47



I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

. - B’
En résumé, dans la famille (7, b ,?), le vecteur W a pour coordonnées

13 71
) 3 15
2), 10 |et|?¢
0 2 4
3 15

Si on se tente de répérer le vecteur W avec la famille de vecteurs (7. 7, 7), on
se retrouve avec au moins trois coordonnées différentes pour le méme vecteur.
Or un systéme de coordonnées se doit d’attribuer un et un seul n-uplet (couple,
triplet, etc.) de coordonnées a un vecteur.

La raison pour laquelle, nous obtenons des coordonnées différentes pour un méme
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Si on se tente de répérer le vecteur W avec la famille de vecteurs ((_f. 7 7) on
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trois vecteurs (@, b 7) mais il est aussi engendré par les couples (u b),
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donc un vecteur de trop dans la famille (@, b, ).
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Si on se tente de répérer le vecteur W avec la famille de vecteurs (Tf. 7 7) on
se retrouve avec au moins trois coordonnées différentes pour le méme vecteur.
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triplet, etc.) de coordonnées a un vecteur.
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trois vecteurs (@, b, @), mais il est aussi engendré par les couples (@, b ),

(7,7), et (b ,7).

En effet, deux vecteurs non colinéaires suffisent a définir un plan vectoriel. Il y a
e (= 7 =

donc un vecteur de trop dans la famille (@, b, ).
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En résumé, dans la famille (7, b ,?), le vecteur W a pour coordonnées

13 71
) 3 15
2), 10 |et|?¢
0 2 4
3 15

Si on se tente de répérer le vecteur W avec la famille de vecteurs (7 b 7) on
se retrouve avec au moins trois coordonnées différentes pour le méme vecteur.

Or un iple,
triplet, Attention !

La rais Un vecteur n’a pas plusieurs coordonnées. L'étude précédente | Meme
vecteu ille des

montre juste la nécessité d'introduire la notion de familles
trois v libres et de familles liées.

(77), cl kU, C )

En effet, deux vecteurs non colinéaires suffisent a définir un plan vectoriel. Il y a

_ -
donc un vecteur de trop dans la famille (@, b, 7).

Alors, comment savoir si une famille génératrice n'est pas « trop grande » ? Nous
allons voir que cette famille est « trop grande », car elle n’est pas libre.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

4. Famille libre de vecteurs.
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4. Famille libre de vecteurs.

Définition:

On dit qu'une famille de vecteurs est libre si aucun d'eux ne peut s'écrire comme une
combinaison linéaire des autres.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

4. Famille libre de vecteurs.

Définition:

On dit qu'une famille de vecteurs est libre si aucun d'eux ne peut s'écrire comme une
combinaison linéaire des autres.

Ainsi, deux vecteurs 7 et U sont libres si on ne peut pas écrire A =a¥ ou =at,
autrement dit si @ et U ne sont pas colinéaires.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°5 : On note B le plan vectoriel (&, 7).

—
h
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Exemple n°5 : On note B le plan vectoriel (&, 7).
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Q@ W=2u+..7
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Exemple n°5 : On note B le plan vectoriel (&, 7).

—
h
2
W
s
Q@ W=2"+17
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Exemple n°5 : On note B le plan vectoriel (&, 7).

—
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@ W =2u+ 17 donc W est une combinaison linéaire des vecteurs « et o
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—
h

@ W =27+ 17 donc W est une combinaison linéaire des vecteurs ¥ et ¥
@ U et U sont libres car
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@ W =2W + 17 donc W est une combinaison linéaire des vecteurs ¥ et o
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h

@ W =2W + 17 donc W est une combinaison linéaire des vecteurs ¥ et o
@ W et U sont libres car ils ne sont pas colinéaires.

Q@ La famille (7, 7,?) n'est pas libre, car W est une combinaison linéaire de 7 et 7.
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h

W =27 + 17 donc W est une combinaison linéaire des vecteurs W et T
2 et U sont libres car ils ne sont pas colinéaires.

La famille (7, 7,?) n'est pas libre, car W est une combinaison linéaire de 7 et 7.
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2 et U sont libres car ils ne sont pas colinéaires.
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La famille (7,7,3,7) n’est pas libre, car
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@ 6 606

(%)

W =27 + 17 donc W est une combinaison linéaire des vecteurs W et T
2 et U sont libres car ils ne sont pas colinéaires.

La famille (7, 7,?) n'est pas libre, car W est une combinaison linéaire de 7 et 7.
. . —

La famille (7,7,7) est libre, car h & B =RW +RY

Autrement dit, h n’'est dans aucun plan paralléle au plan (P).

La famille (7,7,3,7) n’est pas libre, car W € B =R7 +RY
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

‘Deflmtlon

Un famille qui n’est pas libre est dite liée.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

‘Deflmtlon

Un famille qui n’est pas libre est dite liée.

Une famille ¥V = (vl, 03, .. .,v—g) est liée si et seulement si, il existe un indice j tel
que : v_; peut s'écrire comme combinaison linéaire des autres.

Autrement dit, il existe des scalaires \; non tous nuls tels que v_; => A\ 07

i#£]
soit > \ vl — v_; = 0 soit en posant A; = —1 on obtient | ) \Nol =0
i i=1
ﬁThéoréme
Une famille V = (1,73, ..., ;) est

p —
o libre si et seulement si : > N0/ = O entraine que les \; sont tous nuls;
i=1

., . .. . P -
o liée si et seulement si, il existe un A; non nul tel que 3 )\753 =0.

i=1

M. Drouot BUT GCCD - Algebre linéaire. 30/47



I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Remarque

| Une famille contenant le vecteur nul n'est jamais libre.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Remarque

| Une famille contenant le vecteur nul n'est jamais libre.

Exemple n° 6 : Considérons la famille 7 = (7, ﬁ)

ol U est un vecteur quelconque de R™.

— PPN
Ona 0 =0 x ¥ (le vecteur nul est colinéaire a tous les vecteurs.)

— . .. .,
Donc, le vecteur 0 de la famille F est une combinaison linéaire du vecteur /.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°7 : 7 (2,1,3), ¥ (1,-1,2), et W(1,5,0).
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°7 : 7 (2,1,3), ¥ (1,-1,2), et W(1,5,0).
o Démontrons que la famille (W,?,ﬁ) est liee.

W Démonstration

Donnons-nous un combinaison linéaire nulle de 7, 7, et W :

ad + bV + W = 6> soit
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2 1 1 0
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3 2 0 0
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a — b + 5c=0 on permute les variables :

3a + 2b =0
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o Démontrons que la famille (W,?,ﬁ) est liee.

W Démonstration

Donnons-nous un combinaison linéaire nulle de 7, 7, et W :

2 1 1
aﬁ%—b?—kr:ﬁ?:ﬁsoita 1|+b|—-1]+c]|5
3 2 0
2a+ b + c=0 b+2a + ¢
a — b + 5c=0 on permute les variables :
3a + 2b =0

0
0
0

0 Ly
L1+ Lo
L3 +2L>




I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°7 : 7 (2,1,3), ¥ (1,-1,2), et W(1,5,0).
o Démontrons que la famille (W,?,ﬁ) est liee.

W Démonstration

Donnons-nous un combinaison linéaire nulle de 7, 7, et W :

2 1 1
aﬁ%—b?—kr:ﬁ?:ﬁsoita 11 4+b|—-1|+c]|5
0

3 2

2a+'b + ¢ =0 b+2a + ¢
a — b + 5c=0 on permute les variables : 3a
3a + 2b =0

o O

0 Ly
L1+ Lo
L3 +2L>




I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°7 : 7 (2,1,3), ¥ (1,-1,2), et W(1,5,0).
o Démontrons que la famille (W,?,ﬁ) est liee.

W Démonstration

Donnons-nous un combinaison linéaire nulle de 7, 7, et W :

2 1 1
aﬁ%—b?—kr:ﬁ?:ﬁsoita 1| +b|—-1|+c|5
3 2 0
2a+ b + c=0 b+2a + ¢
a — b + 5c=0 on permute les variables : 3a + 6¢

3a + 2b =0

=0 Ly

L1+ Lo
L3 +2L>




I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°7 : 7 (2,1,3), ¥ (1,-1,2), et W(1,5,0).
o Démontrons que la famille (W,?,ﬁ) est liee.
W Démonstration

Donnons-nous un combinaison linéaire nulle de 7, 7, et W :

2 1

1 0
aﬁ%—b?—kr:ﬁ?:ﬁsoita 11 4+b|—-1|+c]|5 0
3 2 0 0
2a+ b + ¢c=0 b+2a + c =0 Ly
a — b + 5c=0 on permute les variables : 3a + 6¢c =0 L1+ Lo

3a + 2b =0 L3 +2Lo




I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°7 : 7 (2,1,3), ¥ (1,-1,2), et W(1,5,0).
o Démontrons que la famille (W,?,ﬁ) est liee.
W Démonstration

Donnons-nous un combinaison linéaire nulle de 7, 7, et W :

2 1

1 0
aﬁ%—b?—kr:ﬁ?:ﬁsoita 11 4+b|—-1|+c]|5 0
3 2 0 0
2a+ b + ¢c=0 b+2a + c =0 Ly
a — b + 5c=0 on permute les variables : 3a + 6¢c =0 L1+ Lo
3a + 2b =0 5a

L3 +2L>




I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°7 : 7 (2,1,3), ¥ (1,-1,2), et W(1,5,0).
o Démontrons que la famille (W,?,ﬁ) est liee.

W Démonstration

Donnons-nous un combinaison linéaire nulle de 7, 7, et W :

2 1 1 0
aﬁ%—b?—kr:ﬁ?:ﬁsoita 11 4+b|—-1|+c]|5 0
3 2 0 0
2a+ b + ¢c=0 b+2a + c =0 Ly
a — b + 5c=0 on permute les variables :

3a + 6¢c =0 L1+ Lo
3a + 2b =0 5a + 10c= L3+ 2L2




I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°7 : 7 (2,1,3), ¥ (1,-1,2), et W(1,5,0).
o Démontrons que la famille (W,?,ﬁ) est liee.

W Démonstration

Donnons-nous un combinaison linéaire nulle de 7, 7, et W :

2 1 1 0
aﬁ%—b?—kr:ﬁ?:ﬁsoita 1|+b6|—-1|+c|b5]=1]0
3 2 0 0
20+ b + ¢ =0 b+2a + ¢ =0 L
a — b + 5c=0 on permute les variables :

3a + 6¢c =0 L1+ Lo
3a + 2b =0 5a + 10c =0 L3+ 2L2




I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°7 : 7 (2,1,3), ¥ (1,-1,2), et W(1,5,0).
o Démontrons que la famille (W,?,ﬁ) est liee.

W Démonstration
Donnons-nous un combinaison linéaire nulle de 7, 7, et W :
2 1 1 0
aﬁ%—b?—kr:ﬁ?:ﬁsoita 11 4+b|-1|+c|5] =10
3 2 0 0
2a+ b + ¢c=0 b+2a + c =0 Ly
a — b + 5c=0 on permute les variables : 3a + 6¢c =0 L1+ Lo
3a + 2b =0 5a 4+ 10c =0 L3+ 2L

b+2a + ¢ =0 Ly
L2/3
= L3/5




I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°7 : 7 (2,1,3), ¥ (1,-1,2), et W(1,5,0).
o Démontrons que la famille (W,?,ﬁ) est liee.

W Démonstration
Donnons-nous un combinaison linéaire nulle de 7, 7, et W :

2 1

1 0
aﬁ%—b?—kr:ﬁ?:ﬁsoita 11 4+b|-1|+c|5] =10
3 2 0 0
2a+ b + ¢c=0 b+2a + c =0 Ly
a — b + 5c=0 on permute les variables : 3a + 6¢c =0 L1+ Lo
3a + 2b =0 5a + 10c =0 L3+ 2L2

b+2a + ¢ =0 Ly
a + 2¢=0 Lo/3
L3/5




I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°7 : 7 (2,1,3), ¥ (1,-1,2), et W(1,5,0).
o Démontrons que la famille (W,?,ﬁ) est liee.

W Démonstration

Donnons-nous un combinaison linéaire nulle de 7, 7, et W :

2 1
aﬁ%—b?—kr:ﬁ?:ﬁsoita 1|+06|-1|+c¢
3 2
2a +'b + ¢c =0 b+ 2a +
a — b + 5c=0 on permute les variables : 3a +
3a + 2b =0

5a +
b+2a + ¢ =0 Ly
a + 2¢=0 Lo/3
a + 2¢=0 L3/5

(=BG
I
o O

c =0 Ly
6c =0 L1+ Lo
10c =0 L3+ 2L>




I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°7 : 7 (2,1,3), ¥ (1,-1,2), et W(1,5,0).
o Démontrons que la famille (W,?,ﬁ) est liee.

W Démonstration

Donnons-nous un combinaison linéaire nulle de 7, 7, et W :

2 1
aﬁ%—b?—kr:ﬁ?:ﬁsoita 1|+06|-1|+c¢
3 2
2a +'b + ¢c =0 b+ 2a +
a — b + 5c=0 on permute les variables : 3a +
3a + 2b =0

5a +
b+2a + ¢ =0 Ly bt2at e =0
a + 2¢=0 L2/3 @ +2 =0

a + 2¢=0 L3/5 -

(=BG
I
o O

c =0 Ly
6c =0 L1+ Lo
10c =0 L3+ 2L>




I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°7 : 7 (2,1,3), ¥ (1,-1,2), et W(1,5,0).
o Démontrons que la famille (W,?,ﬁ) est liee.

W Démonstration

Donnons-nous un combinaison linéaire nulle de 7, 7, et W :

2 1 1 0
aﬁ%—b?—kr:ﬁ?:ﬁsoita 1|+b6|—-1|+c|b5]=1]0
3 2 0 0
20+ b + ¢ =0 b+2a + ¢ =0 L
a — b + 5c=0 on permute les variables :

3a + 6¢c =0 L1+ Lo
3a + 2b =0 5a + 10c =0 L3+ 2L2
b+2(l+ C:O Ll b—|—2a+c:0 b*
a + 2¢=0 L2/3 { @ +2 =0 {
a + 2¢=0 L3/5 -




I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°7 : 7 (2,1,3), ¥ (1,-1,2), et W(1,5,0).
o Démontrons que la famille (W,?,ﬁ) est liee.

W Démonstration

Donnons-nous un combinaison linéaire nulle de 7, 7, et W :

2 1 1 0
aﬁ%—b?—kr:ﬁ?:ﬁsoita 1|+b6|—-1|+c|b5]=1]0
3 2 0 0
20+ b + ¢ =0 b+2a + ¢ =0 L
a — b + 5c=0 on permute les variables :

3a + 6¢c =0 L1+ Lo
3a + 2b =0 5a + 10c =0 L3+ 2L2
b+2(l+ C:O Ll b—|—2a+c:0 b*
a + 2¢=0 L2/3 { @ +2 =0 {
a + 2¢=0 L3/5 -




I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°7 : 7 (2,1,3), ¥ (1,-1,2), et W(1,5,0).
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Exemple n°7 : 7 (2,1,3), ¥ (1,-1,2), et W(1,5,0).
o Démontrons que la famille (W,?,ﬁ) est liee.

W Démonstration
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En prenant ¢ = 1, pause on obtient a = —2et b= 3
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Exemple n°7 : 7 (2,1,3), ¥ (1,-1,2), et W(1,5,0).
o Démontrons que la famille (W,?,ﬁ) est liee.

W Démonstration

Donnons-nous un combinaison linéaire nulle de 7, 7, et W :
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°7 : 7 (2,1,3), ¥ (1,-1,2), et W(1,5,0).
o Démontrons que la famille (W,?,ﬁ) est liee.

W Démonstration
Donnons-nous un combinaison linéaire nulle de 7, 7, et W :
2 1 1 0
aﬁ%—b?—kr:ﬁ?:ﬁsoita 11 4+b|-1|+c|5] =10

3 2 0 0

2a+ b + ¢c=0 b+2a + c =0 Ly

a — b + 5c=0 on permute les variables : 3a + 6¢c =0 L1+ Lo

3a + 2b =0 5a 4+ 10c =0 L3+ 2L

a + 2¢=0 Lo/3

b+2a + ¢ =0 Ly {
a + 2¢=0 L3/5

b+2a+ ¢c =0 b= 3¢
a +2c=0 a= —2c

En prenant ¢ = 1, pause on obtient a = —2 et b = 3 soit U +3T+W = ﬁ

On a une combinaison & coefficients non nuls qui s'annule : la famille est liée.
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Exemple n°7 : 7 (2,1,3), ¥ (1,-1,2), et W(1,5,0).
o Démontrons que la famille (W,?,ﬁ) est liee.

W Démonstration
Donnons-nous un combinaison linéaire nulle de 7, 7, et W :
2 1 1 0
aﬁ%—l)?—kr:ﬁ?:ﬁsoita 11 4+b|-1|+c|5] =10
3 2 0 0
2a+ b + ¢c=0 b+2a + c =0 Ly
a — b + 5c=0 on permute les variables : 3a + 6¢c =0 L1+ Lo
3a + 2b =0 5a 4+ 10c =0 L3+ 2L
b+2aaj:;cf8§1/3 b+2+c=0 [b= 3¢
B 2 a +2c=0 a= —2c

a + 2¢=0 L3/5
En prenant ¢ = 1, pause on obtient a = —2 et b = 3 soit U +3T+W = ﬁ

On a une combinaison & coefficients non nuls qui s'annule : la famille est liée.

1
D’ailleurs : @ = g? + Eﬁ e RV +RW.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°7 : 7 (2,1,3), ¥ (1,-1,2), et W(1,5,0).

o Démontrons que la famille (%, W) est libre

gf Démonstration

Résolvons le systéme a i + bW = O (combinaison linéaire nulle).



I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°7 : 7 (2,1,3), ¥ (1,-1,2), et W(1,5,0).

o Démontrons que la famille (%, W) est libre

gf Démonstration
Résolvons le systéme a + b = K (combinaison linéaire nulle).
2a+ b =0
a +5b=0

3a =0



I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°7 : 7 (2,1,3), ¥ (1,-1,2), et W(1,5,0).

o Démontrons que la famille (%, W) est libre

gf Démonstration

Résolvons le systéme a i + bW = O (combinaison linéaire nulle).

2a+ b =0 -0
a +5b=0 {‘;:0
3a =0 -



I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°7 : 7 (2,1,3), ¥ (1,-1,2), et W(1,5,0).

o Démontrons que la famille (%, W) est libre

W Démonstration

Résolvons le systéme a i + bW = O (combinaison linéaire nulle).

2a+ b =0 -0
a +5b=0 *~ | donc la famille (7, W) est libre!
3a =0 b=0

M. Drouot BUT GCCD - Algebre linéaire. 33/47
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

5. Bases et dimension.

‘Defmltlon

On appelle base de E toute famille libre et génératrice de F

Les bases permettent de définir les coordonnées des vecteurs.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

5. Bases et dimension.

‘Defmltlon

On appelle base de E toute famille libre et génératrice de F

Les bases permettent de définir les coordonnées des vecteurs. En effet, étant donnée une base
B= ((a_f,e_g),‘..,e_n)), et un vecteur @ :
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

5. Bases et dimension.

‘Defmltlon

On appelle base de E toute famille libre et génératrice de F

Les bases permettent de définir les coordonnées des vecteurs. En effet, étant donnée une base
_ (= = — = -
B = (ef,e3,...,€4), et un vecteur @ :

o 3 est génératrice donc @ est une combinaison linéaire des vecteurs de B.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

5. Bases et dimension.

‘Defmltlon

On appelle base de E toute famille libre et génératrice de F

Les bases permettent de définir les coordonnées des vecteurs. En effet, étant donnée une base
_ (= = — = -
B = (ef,e3,...,€4), et un vecteur @ :

o 3 est génératrice donc & est une combinaison linéaire des vecteurs de B. Autrement dit,
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

5. Bases et dimension.

‘Defmltlon

On appelle base de E toute famille libre et génératrice de F

Les bases permettent de définir les coordonnées des vecteurs. En effet, étant donnée une base
_ (= = — = -
B = (ef,e3,...,€4), et un vecteur @ :

o 3 est génératrice donc @ est une combinaison linéaire des vecteurs de B. Autrement dit, il

existe une famille de scalaires (z1,2,...,xn) telle que T = 2181 + 1283 + ...+ 2.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

5. Bases et dimension.

‘Defmltlon

On appelle base de E toute famille libre et génératrice de F

Les bases permettent de définir les coordonnées des vecteurs. En effet, étant donnée une base
_ (= = — = -
B = (ef,e3,...,€4), et un vecteur @ :

o 3 est génératrice donc @ est une combinaison linéaire des vecteurs de B. Autrement dit, il

existe une famille de scalaires (z1,2,...,xn) telle que T = 2181 + 1283 + ...+ 2.

o B est libre, donc cette famille de scalaires est unique.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

5. Bases et dimension.

‘Defmltlon

On appelle base de E toute famille libre et génératrice de F

Les bases permettent de définir les coordonnées des vecteurs. En effet, étant donnée une base
_ (= = — = -
B = (ef,e3,...,€4), et un vecteur @ :

o 3 est génératrice donc @ est une combinaison linéaire des vecteurs de B. Autrement dit, il
existe une famille de scalaires (z1,2,...,xn) telle que @ =mz1e] + 1283 + ...+ znen.

o B est libre, donc cette famille de scalaires est unique.

Définition:

Cette famille de scalaires (21, z2, ..., , Ty, est appelée les coordonnées du vecteur @ dans
la base B.




I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

5. Bases et dimension.

‘Defmltlon

On appelle base de E toute famille libre et génératrice de F

Les bases permettent de définir les coordonnées des vecteurs. En effet, étant donnée une base
_ (= = — = -
B = (ef,e3,...,€4), et un vecteur @ :

o 3 est génératrice donc @ est une combinaison linéaire des vecteurs de B. Autrement dit, il
existe une famille de scalaires (z1,2,...,xn) telle que @ =mz1e] + 1283 + ...+ znen.

o B est libre, donc cette famille de scalaires est unique.

Définition:

Cette famille de scalaires (1,2, ...,2zn) est appelée les coordonnées du vecteur @ dans
la base B.
Et on note ...... = (z1,22,...,%n)
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

5. Bases et dimension.

‘Defmltlon

On appelle base de E toute famille libre et génératrice de F

Les bases permettent de définir les coordonnées des vecteurs. En effet, étant donnée une base
_ (= = — = -
B = (ef,e3,...,€4), et un vecteur @ :

o 3 est génératrice donc @ est une combinaison linéaire des vecteurs de B. Autrement dit, il
existe une famille de scalaires (z1,2,...,xn) telle que @ =mz1e] + 1283 + ...+ znen.

o B est libre, donc cette famille de scalaires est unique.

Définition:

Cette famille de scalaires (1,2, ...,2zn) est appelée les coordonnées du vecteur @ dans
la base B.
Et on note [7}3 — (15 T2l L)
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

6. Bases et dimension.

‘Defmltlon

On appelle base de E toute famille libre et génératrice de F

Théoréme
Etant donné un espace vectoriel E. Si E est engendré par un nombre fini de vecteurs alors :

o Il existe une base de E ;
@ Toutes les bases de FE ont le méme nombre de vecteurs.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

6. Bases et dimension.

‘Defmltlon

On appelle base de E toute famille libre et génératrice de F

Théoréme
Etant donné un espace vectoriel E. Si E est engendré par un nombre fini de vecteurs alors :

o Il existe une base de E ;
@ Toutes les bases de FE ont le méme nombre de vecteurs.

= 22 D0
Defmltlon:
On dit qu'un espace vectoriel E est de dimension finie s'il est engendré par un nombre fini

de vecteur.
Le nombre de vecteurs de chacune de ses bases est la dimension de E, notée dim(E).

M. Drouot BUT GCCD - Algebre linéaire. 35/47
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Propriété:

o La dimension de I'espace vectoriel R™ est n.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Propriété:
o La dimension de I'espace vectoriel R™ est n.

o Si H est sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E dimension finie,
alors dim(H) < dim(E).

@ La dimension d'un espace vectoriel E de dimension finie est le nombre de vecteurs de
la plus grande famille libre de E.




I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Propriété:
o La dimension de I'espace vectoriel R™ est n.

o Si H est sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E dimension finie,
alors dim(H) < dim(E).

@ La dimension d'un espace vectoriel E de dimension finie est le nombre de vecteurs de
la plus grande famille libre de E.

o Une famille libre de p vecteurs engendre un sous-espace vectoriel de dimension p.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 8 : Considérons les vecteurs représentés sur la figure suivante :
—
h

_)
o RhA estla
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 8 : Considérons les vecteurs représentés sur la figure suivante :
—
h

@ Rh est la droite vectorielle engendrée par h .
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 8 : Considérons les vecteurs représentés sur la figure suivante :
—
h

— . . ; 7 oy :
o Rh est la droite vectorielle engendrée par h. Rh est un sous-espace vectoriel de
dimension
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 8 : Considérons les vecteurs représentés sur la figure suivante :
—
h

— . . ; 7 oy :
o Rh est la droite vectorielle engendrée par h. Rh est un sous-espace vectoriel de
dimension 1.

o P =
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 8 : Considérons les vecteurs représentés sur la figure suivante :
N

T <

— . . ; 7 oy :
o Rh est la droite vectorielle engendrée par h. Rh est un sous-espace vectoriel de
dimension 1.

o?:RﬁJrR?:
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

— . . ; 7 oy :
o Rh est la droite vectorielle engendrée par h. Rh est un sous-espace vectoriel de

dimension 1.

o P=RU + RV = R¥ + R¢ + R& =
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 8 : Considérons les vecteurs représentés sur la figure suivante :

— . . ; 7 oy :
o Rh est la droite vectorielle engendrée par h. Rh est un sous-espace vectoriel de

dimension 1.

o P=Ru + RV = R + RV + R& = Rd + R& =
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

— . . ; 7 oy :
o Rh est la droite vectorielle engendrée par h. Rh est un sous-espace vectoriel de
dimension 1.

o P=Ru + RV = R + RV + R& = R¥ + R& = R& + RY
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 8 : Considérons les vecteurs représentés sur la figure suivante :
—
h

— . . ; 7 oy :
o Rh est la droite vectorielle engendrée par h. Rh est un sous-espace vectoriel de
dimension 1.

o P =Rt + RV = R + RV + RKd = R + R@ = K& + R7
Donc, les familles (7,7) , (77?) (3,7) et (ﬁ,?,ﬁ) engendrent
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 8 : Considérons les vecteurs représentés sur la figure suivante :
—
h

— . . ; 7 oy :
o Rh est la droite vectorielle engendrée par h. Rh est un sous-espace vectoriel de
dimension 1.

o P =Rt + RV = R + RV + RKd = R + R@ = K& + R7
Donc, les familles (7,7) , (77?) (3,7) et (ﬁ,?,ﬁ) engendrent le plan

vectoriel ?

M. Drouot BUT GCCD - Algebre linéaire. 37 /47



I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 8 : Considérons les vecteurs représentés sur la figure suivante :
—
h

o P =Ru + RV = R + RV + Rd = Rd + R& = Rl + Rv
Donc, les familles (7,7) , (7,3), (Tu’,?), et (7,7,?) engendrent le plan
vectoriel .

o Ces familles sont toutes libres, sauf
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 8 : Considérons les vecteurs représentés sur la figure suivante :
—
h

o P =R + RV = R? + RV + K& = R + R& = Ra + RV
Donc, les familles (7,7) , (7,3), (Tu’,?), et (7,7,?) engendrent le plan
vectoriel P.

o Ces familles sont toutes libres, sauf (7, o, E?)
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 8 : Considérons les vecteurs représentés sur la figure suivante :

—
h

o P =Ru + RV = R + RV + Rd = Rd + R& = Rl + Rv
Donc, les familles (7,7) , (7,3), (Tu’,?), et (7,7,?) engendrent le plan

vectoriel P.
o Ces familles sont toutes libres, sauf (2, W/, W). On voit que les plus grandes familles de

vecteurs libres de B n'ont que deux vecteurs, donc dim(}_g) =
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 8 : Considérons les vecteurs représentés sur la figure suivante :

—
h

o P =Ru + RV = R + RV + Rd = Rd + R& = Rl + Rv
Donc, les familles (7,7) , (7,3), (Tu’,?), et (7,7,?) engendrent le plan

vectoriel P.
o Ces familles sont toutes libres, sauf (2, W/, W). On voit que les plus grandes familles de

vecteurs libres de }_D> n'ont que deux vecteurs, donc dim(}_:’)) = 2.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 8 : Considérons les vecteurs représentés sur la figure suivante :
—
h
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Exemple n° 8 : Considérons les vecteurs représentés sur la figure suivante :
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h
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 8 : Considérons les vecteurs représentés sur la figure suivante :
—
h

o dim(@, 7, H) = 3 et dim(7, W, ) =
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 8 : Considérons les vecteurs représentés sur la figure suivante :
—
h

o dim(@, T, H) =3 et dim(7, W, ) = 3
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 8 : Considérons les vecteurs représentés sur la figure suivante :
—
h

o dim(@, T, H) =3 et dim(7, W, ) = 3

o RV est la droite vectorielle engendrée par 7.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 8 : Considérons les vecteurs représentés sur la figure suivante :
—
h

— —
o dim(¥, v, k) =3etdim(¥,d, k) =3
o RV est la droite vectorielle engendrée par 7. R¥ est un sous-espace vectoriel de
dimension
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 8 : Considérons les vecteurs représentés sur la figure suivante :
—
h

— —
o dim(¥, v, k) =3etdim(¥,d, k) =3
o R est la droite vectorielle engendrée par U. RU est un sous-espace vectoriel de
dimension 1.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

7. Rang d’une famille de vecteurs.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

7. Rang d’une famille de vecteurs.

Définition:

On appelle rang d’une famille V = (v{,3,...,7;) de vecteurs de E, noté rg(V)1, la
dimension du sous espace vectoriel F' engendré par la famille V :

F = Ruf + RU3 + ... + Rj

Autrement dit, le rang est le nombre maximum de vecteurs que peut comporter une famille
libre extraite de V.
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7. Rang d’une famille de vecteurs.

Définition:

On appelle rang d’une famille V = (v{,3,...,7;) de vecteurs de E, noté rg(V)1, la
dimension du sous espace vectoriel F' engendré par la famille V :

F = Ruf + RU3 + ... + Rj

Autrement dit, le rang est le nombre maximum de vecteurs que peut comporter une famille
libre extraite de V.

Pour déterminer le rang d'une famille de vecteurs, mieux, pour trouver une base du sous-espace
vectoriel engendré par cette famille, on peut utiliser I'algorithme suivant :
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

7. Rang d’une famille de vecteurs.

Définition:

On appelle rang d’une famille V = (v{,3,...,7;) de vecteurs de E, noté rg(V)1, la
dimension du sous espace vectoriel F' engendré par la famille V :

F =Rv! +Ro3 + ...+ Ry

Autrement dit, le rang est le nombre maximum de vecteurs que peut comporter une famille
libre extraite de V.

Pour déterminer le rang d'une famille de vecteurs, mieux, pour trouver une base du sous-espace
vectoriel engendré par cette famille, on peut utiliser I'algorithme suivant :

gAlgorithme sur I'espace ligne
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

7. Rang d’une famille de vecteurs.

Définition:

On appelle rang d’une famille V = (v{,3,...,7;) de vecteurs de E, noté rg(V)1, la
dimension du sous espace vectoriel F' engendré par la famille V :

F =Rv! +Ro3 + ...+ Ry

Autrement dit, le rang est le nombre maximum de vecteurs que peut comporter une famille
libre extraite de V.

Pour déterminer le rang d'une famille de vecteurs, mieux, pour trouver une base du sous-espace
vectoriel engendré par cette famille, on peut utiliser I'algorithme suivant :

gAlgorithme sur I'espace ligne

© Former la matrice M dont les lignes sont les vecteurs de la famille.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

7. Rang d’une famille de vecteurs.

Définition:

On appelle rang d’une famille V = (v{,3,...,7;) de vecteurs de E, noté rg(V)1, la
dimension du sous espace vectoriel F' engendré par la famille V :

F =Rv! +Ro3 + ...+ Ry

Autrement dit, le rang est le nombre maximum de vecteurs que peut comporter une famille
libre extraite de V.

Pour déterminer le rang d'une famille de vecteurs, mieux, pour trouver une base du sous-espace
vectoriel engendré par cette famille, on peut utiliser I'algorithme suivant :

gAlgorithme sur I'espace ligne
© Former la matrice M dont les lignes sont les vecteurs de la famille.
@ Réduire la matrice M sous forme échelonnée.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

7. Rang d’une famille de vecteurs.

Définition:

On appelle rang d’une famille V = (v{,3,...,7;) de vecteurs de E, noté rg(V)1, la
dimension du sous espace vectoriel F' engendré par la famille V :

F =Rv! +Ro3 + ...+ Ry

Autrement dit, le rang est le nombre maximum de vecteurs que peut comporter une famille
libre extraite de V.

Pour déterminer le rang d'une famille de vecteurs, mieux, pour trouver une base du sous-espace
vectoriel engendré par cette famille, on peut utiliser I'algorithme suivant :

gAlgorithme sur I'espace ligne
© Former la matrice M dont les lignes sont les vecteurs de la famille.
@ Réduire la matrice M sous forme échelonnée.
© Les vecteurs lignes non nuls forment une base du sous-espace engendré.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°9 : Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel ' engendré par les vecteurs
7(1,2,0, —1), 7(2,6, —3,-3), et 3(3, 10, —6, —5). Déterminons le rang et une base du
sous-espace vectoriel F.

1 2 0 —1 1 2 0 —1
6 -3 =3 Ly......
Lsg......
1 2 0 -1
L3......
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°9 : Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel ' engendré par les vecteurs
7(1,2,0, —1), 7(2,6, —3,-3), et 3(3, 10, —6, —5). Déterminons le rang et une base du
sous-espace vectoriel F.

1 2 0 —1 1 2 0 —1
6 -3 -3 Lo......
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1 2 0 —1
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°9 : Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel ' engendré par les vecteurs
7(1,2,0, —1), 7(2,6, —3,-3), et 3(3, 10, —6, —5). Déterminons le rang et une base du
sous-espace vectoriel F.

1 2 0 —1 1 2 0 —1
6 -3 =3 Ly......
3 10 Ls......
1 2 0 -1
L3......

M. Drouot BUT GCCD - Algébre linéaire. 39/47



I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°9 : Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel ' engendré par les vecteurs
7(1,2,0, —1), 7(2,6, —3,-3), et 3(3, 10, —6, —5). Déterminons le rang et une base du
sous-espace vectoriel F.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°9 : Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel ' engendré par les vecteurs
7(1,2,0, —1), 7(2,6, —3,-3), et 3(3, 10, —6, —5). Déterminons le rang et une base du
sous-espace vectoriel F.
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6 -3 =3 Ly ?
3 10 -6 5 Ls......
1 2 0 -1
L3......
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°9 : Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel ' engendré par les vecteurs
7(1,2,0, —1), 7(2,6, —3,-3), et 3(3, 10, —6, —5). Déterminons le rang et une base du
sous-espace vectoriel F.
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6 -3 =3 Ly — 214
3 10 -6 5 Ls......
1 2 0 -1
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°9 : Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel ' engendré par les vecteurs
7(1,2,0, —1), 7(2,6, —3,-3), et 3(3, 10, —6, —5). Déterminons le rang et une base du
sous-espace vectoriel F.
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6 -3 -3 0 Lo — 21,4
3 10 —6 5 L3......
1 2 0 —1
Ls......

M. Drouot BUT GCCD - Algébre linéaire. 39 /47



I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°9 : Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel ' engendré par les vecteurs
7(1,2,0, —1), 7(2,6, —3,-3), et 3(3, 10, —6, —5). Déterminons le rang et une base du
sous-espace vectoriel F.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°9 : Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel ' engendré par les vecteurs
7(1,2,0, —1), 7(2,6, —3,-3), et 3(3, 10, —6, —5). Déterminons le rang et une base du
sous-espace vectoriel F.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°9 : Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel ' engendré par les vecteurs
7(1,2,0, —1), 7(2,6, —3,-3), et 3(3, 10, —6, —5). Déterminons le rang et une base du
sous-espace vectoriel F.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°9 : Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel ' engendré par les vecteurs
7(1,2,0, —1), 7(2,6, —3,-3), et 3(3, 10, —6, —5). Déterminons le rang et une base du
sous-espace vectoriel F.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°9 : Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel ' engendré par les vecteurs
7(1,2,0, —1), 7(2,6, —3,-3), et 3(3, 10, —6, —5). Déterminons le rang et une base du
sous-espace vectoriel F.
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1 2 0 -1
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°9 : Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel ' engendré par les vecteurs
7(1,2,0, —1), 7(2,6, —3,-3), et 3(3, 10, —6, —5). Déterminons le rang et une base du
sous-espace vectoriel F.
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6 -3 =3 0 2 —3 —1| La—2I4
3 10 -6 5 0 4 L3 — 3L
1 2 0 -1
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°9 : Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel ' engendré par les vecteurs
7(1,2,0, —1), 7(2,6, —3,-3), et 3(3, 10, —6, —5). Déterminons le rang et une base du
sous-espace vectoriel F.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°9 : Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel ' engendré par les vecteurs
7(1,2,0, —1), 7(2,6, —3,-3), et 3(3, 10, —6, —5). Déterminons le rang et une base du
sous-espace vectoriel F.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°9 : Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel ' engendré par les vecteurs
7(1,2,0, —1), 7(2,6, —3,-3), et 3(3, 10, —6, —5). Déterminons le rang et une base du
sous-espace vectoriel F.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°9 : Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel ' engendré par les vecteurs
7(1,2,0, —1), 7(2,6, —3,-3), et 3(3, 10, —6, —5). Déterminons le rang et une base du
sous-espace vectoriel F.

1 2 0 -1 1 2 0 -1
2 6 -3 -3 0o 2 -3 -1 Ly — 2Ly
3 10 -6 —5 0 4 -6 -2 L3z — 3L
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°9 : Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel ' engendré par les vecteurs
7(1,2,0, —1), 7(2,6, —3,-3), et 3(3, 10, —6, —5). Déterminons le rang et une base du
sous-espace vectoriel F.

1 2 0 -1 1 2 0 -1
2 6 -3 -3 0o 2 -3 -1 Ly — 2Ly
3 10 -6 —5 0 4 -6 -2 L3z — 3L

O O =
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w
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L3 — 20>

M. Drouot BUT GCCD - Algebre linéaire. 39 /47



I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°9 : Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel ' engendré par les vecteurs
7(1,2,0, —1), 7(2,6, —3,-3), et 3(3, 10, —6, —5). Déterminons le rang et une base du
sous-espace vectoriel F.

1 2 0 -1 1 2 0 -1
2 6 -3 -3 0o 2 -3 -1 Ly — 2Ly
3 10 -6 —5 0 4 -6 -2 L3z — 3L
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°9 : Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel ' engendré par les vecteurs
7(1,2,0, —1), 7(2,6, —3,-3), et 3(3, 10, —6, —5). Déterminons le rang et une base du
sous-espace vectoriel F.

1 2 0 -1 1 2 0 -1
2 6 -3 -3 0o 2 -3 -1 Ly — 2Ly
3 10 -6 —5 0 4 -6 -2 L3z — 3L
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°9 : Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel ' engendré par les vecteurs
7(1,2,0, —1), 7(2,6, —3,-3), et 3(3, 10, —6, —5). Déterminons le rang et une base du
sous-espace vectoriel F.

1 2 0 -1 1 2 0 -1
2 6 -3 -3 0o 2 -3 -1 Ly — 2Ly
3 10 -6 —5 0 4 -6 -2 L3z — 3L
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°9 : Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel ' engendré par les vecteurs
7(1,2,0, —1), 7(2,6, —3,-3), et 3(3, 10, —6, —5). Déterminons le rang et une base du
sous-espace vectoriel F.

1 2 0 -1 1 2 0 -1

6 -3 -3 0o 2 -3 -1 Ly — 2Ly
3 10 -6 —5 0 4 -6 -2 L3z — 3L
1 2 0 -1
0o 2 -3 -1

o
o
o
o

L3 —2L>

Donc, rg(W, 7, W) = ... et RUARY 4 RW =i

Unebasede Frest @ .......oovviiiiiiiiiiinnn..
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°9 : Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel ' engendré par les vecteurs
7(1,2,0, —1), 7(2,6, —3,-3), et 3(3, 10, —6, —5). Déterminons le rang et une base du
sous-espace vectoriel F.

1 2 0 -1 1 2 0 -1

6 -3 -3 0o 2 -3 -1 Ly — 2Ly
3 10 -6 —5 0 4 -6 -2 L3z — 3L
1 2 0 -1
0o 2 -3 -1

o
o
o
o

L3 —2L>

Donc, rg(W, ¥, W) = 2 et RUARY 4 RW =i

Unebasede Frest :.......covviiiiiiiiiiinnnn..
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°9 : Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel ' engendré par les vecteurs
7(1,2,0, —1), 7(2,6, —3,-3), et E?(3, 10, —6, —5). Déterminons le rang et une base du
sous-espace vectoriel F.

1 2 0 -1 1 2 0 -1
2 6 -3 -3 0o 2 -3 -1 Ly — 2Ly
3 10 -6 —5 0 4 -6 -2 L3z — 3L,

o o m
<ECES
o | o
w
o I
o

L3 —2L>

Donc, 1g(¥, ¥, W) =2 et RY + RV + RW = (1,2,0, —1)R + (0,2, —3, —1)R
Unebasede Flest:...........iiiiiineeiiinnnn.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°9 : Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel ' engendré par les vecteurs
7(1,2,0, —1), 7(2,6, —3,-3), et E?(3, 10, —6, —5). Déterminons le rang et une base du
sous-espace vectoriel F.

1 2 0 -1 1 2 0 -1
2 6 -3 -3 0o 2 -3 -1 Ly — 2Ly
3 10 -6 —5 0 4 -6 -2 L3z — 3L,

o o m
<ECES
o | o
w
o I
o

L3 —2L>

Donc, 1g(¥, ¥, W) =2 et RY + RV + RW = (1,2,0, —1)R + (0,2, —3, —1)R
Une base de F est : ((1,2,0,—1),(0,2,—3,—1))
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n°9 : Dans E = R*, on considére le sous-espace vectoriel ' engendré par les vecteurs
7(1,2,0, —1), 7(2,6, —3,-3), et 3(3, 10, —6, —5). Déterminons le rang et une base du
sous-espace vectoriel F.

.
o
I o
w
|
wH
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Y
I o
w
[
o

Ly — 2Ly
-6 =5 0 4 -6 -2 L3z — 3L

w
o

o o m
<ECES
o | o
w
s |

o

L3 —2L>

Donc, 1g(¥, ¥, W) =2 et RY + RV + RW = (1,2,0, —1)R + (0,2, —3, —1)R
Une base de F est : ((1,2,0,—1),(0,2,—3,—1))

FRemarque

L'algorithme de Gauss permet d'éliminer les lignes qui sont des combinaisons linéaires des
autres lignes.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

8. Somme de sous-espaces vectoriels.

= P =IN=
Defmltlon:
Soient A et B deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E.

— —
Onnote A+B={d+ b ot @cAet b € B}.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

8. Somme de sous-espaces vectoriels.

= 22 D0
Defmltlon:
Soient A et B deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E.

— —
Onnote A+B={d+ b ot @cAet b € B}.

N - .
Exemple n° 10 : On se place dans R?, et considére les deux vecteurs @ et b non colinéaires :

A
a2

7S

> Rd

/T
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

8. Somme de sous-espaces vectoriels.

= P =IN=
Defmltlon:
Soient A et B deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E.

— —
Onnote A+B={d+ b ot @cAet b € B}.

N - .
Exemple n° 10 : On se place dans R?, et considére les deux vecteurs @ et b non colinéaires :

Rd
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

8. Somme de sous-espaces vectoriels.

= P =IN=
Defmltlon:
Soient A et B deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E.

— —
Onnote A+B={d+ b ot @cAet b € B}.

N - .
Exemple n° 10 : On se place dans R?, et considére les deux vecteurs @ et b non colinéaires :

On constate que

Rd
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

8. Somme de sous-espaces vectoriels.

= P =IN=
Defmltlon:
Soient A et B deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E.

— —
Onnote A+B={d+ b ot @cAet b € B}.

N - .
Exemple n° 10 : On se place dans R?, et considére les deux vecteurs @ et b non colinéaires :

On constate que

A
/&X‘O °?€

Rd
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

8. Somme de sous-espaces vectoriels.

= P =IN=
Defmltlon:
Soient A et B deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E.

— —
Onnote A+B={d+ b ot @cAet b € B}.

N - .
Exemple n° 10 : On se place dans R?, et considére les deux vecteurs @ et b non colinéaires :

On constate que

%Xﬂ*’ . ?g(RE’UR?)

Rd
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

8. Somme de sous-espaces vectoriels.

= P =IN=
Defmltlon:
Soient A et B deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E.

— —
Onnote A+B={d+ b ot @cAet b € B}.

N - .
Exemple n° 10 : On se place dans R?, et considére les deux vecteurs @ et b non colinéaires :

On constate que
e
Y —
a4 o7 ¢(R7 URD )

e R7 +RD =

Rd
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

8. Somme de sous-espaces vectoriels.

= P =IN=
Defmltlon:
Soient A et B deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E.

— —
Onnote A+B={d+ b ot @cAet b € B}.

N - .
Exemple n° 10 : On se place dans R?, et considére les deux vecteurs @ et b non colinéaires :

On constate que
e
Y —
a4 o7 ¢(R7 URD )

o R7+Rb =(d, b) =

Rd
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

8. Somme de sous-espaces vectoriels.

= P =IN=
Defmltlon:
Soient A et B deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E.

— —
Onnote A+B={d+ b ot @cAet b € B}.

N - .
Exemple n° 10 : On se place dans R?, et considére les deux vecteurs @ et b non colinéaires :

On constate que
e
Y —
a4 o7 ¢(R7 URD )

o RZ+RD = (@, b) = R

Rd
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

8. Somme de sous-espaces vectoriels.

= 22 D0
Defmltlon:
Soient A et B deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E.

— —
Onnote A+B={d+ b ot @cAet b € B}.

N - .
Exemple n° 10 : On se place dans R?, et considére les deux vecteurs @ et b non colinéaires :

On constate que
e
Y —
a4 o?¢<m7uR,b)

o RZ+RD = (@, b) = R

fAttention !

R La réunion de deux sous-espaces
vectoriels n'est pas en général un
sous-espace vectoriel.
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Remarque
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Remarque

o RZl +R& +... + Ray, = (T, @3, ..., @n)
def

o (A, B)




I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Remarque

o Rz} + Rz +... + Rz, = (%1, Z3,...,%5)

o (4,B)E A1 B
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 11 :
Nep

a2 /a7

M. Drouot BUT GCCD - Algébre linéaire.



I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 11 :

B

a2 /a7
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 11 :

B

e B={...... ) et dim(B) = ...
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 11 :

'\VB
— 7 .
A oB:<a,.b>etd1m(B):...
°
°
°
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 11 :

'\VB
— 7 .
A oB:<a,.b>etd1m(B):2
°
°
°
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 11 :

B
A o B=(d, 0 )etdim(B)= 2
o A=(...... ) et dim(A) =

M. Drouot BUT GCCD - Algébre linéaire. a2/47



I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 11 :

B
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 11 :

B
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 11 :

\B
A o B=(d,0)etdim(B)= 2
° A:(? ) et dim(4) = 2
e ANB={(...... Yetdim(ANB) = ...
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 11 :

g
=
A e B=(d,b)etdim(B)= 2
oA:(? ) et dim(4) = 2
e ANB=(7)etdim(ANB) =
("]
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Exemple n° 11 :

g
=
A e B=(d,b)etdim(B)= 2
oA:(? ) et dim(4) = 2
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A= (T, 7) et dim(A) = 2

ANB=(7)etdim(ANB) = 1

A+B=(7,0,7)etdim(A+B) =3
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droite vectorielle K& qui est de dimension 1. Additionner les dimensions de A et de B revient &
comptabiliser deux fois celle de cette droite, c'est la raison pour laquelle :

Remarque

| A+ B est le plus petit sous-espace vectoriel contenant la réunion AU B.
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9. Somme directe de sous-espaces vectoriels.

Il s’agit d'un cas particulier de sommes d’espaces vectoriels de E lorsque ceux-ci vérifient une
propriété supplémentaire.

s
Defmltlon:
Soient E et Fo deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel F, et F' = F1 + E>. On

dit que la somme E7 + FEs est directe, notée E1 @ E-2, si tout vecteur T de F1 + E5 se
décompose de facon unique sous la forme T =721+ 75007 € B et T3 € Eo.
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L il 1 _>
E, et E5 sont en car la décomposition d'un vecteur @ ou d'un vecteur b dans
E1 et E9 est unique :
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dans l'intersection £1 N E>,
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Il s’en suit :
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I11. Familles libres, bases, et coordonnées.

Il s’en suit :

ﬁPropriété:
La somme de deux sous-espaces vectoriels est directe si et seulement si leur intersection
est nulle :

A®B «— AmB:{B’}.
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